Geodetke na implicitno podanih ploskvah

V evklidskem prostoru (na primer v ravnini R?) je najkrajsa pot med dvema
totkama daljica. V ukrivljenih prostorih (kot so ploskve v prostoru R®) v splo-
$nem ni ‘ravnih” poti, najkrajsa pot med dvema to¢kama pa je krivulja, ki jo
imenujemo geodetka. V gladkih ukrivljenih prostorih se geodetko dobi kot re-
sitev dolocene diferencialne enacbe, za izpeljavo katere je v sploSnem potrebno
nekaj znanja diferencialne geometrije. Za poseben primer implicitno podane
ploskve v IR? pa je moZno izpeljati enacbe za geodetke precej enostavneje.

Cilj naloge je zapisati enacbe za geodetke za nekaj konkretnih primerov
implicitno podanih ploskev (npr. sfero, elipsoid, torus itd) in napisati funkcijo,
ki bo za dano ploskev numeri¢no izra¢unala geodetko v dani zacetni to¢ki in
smeri na ploskvi.

Izpeljava enacb
Dano imamo funkcijo f : R3 — R, ki implicitno dolo¢a ploskev v R? z enatbo
flx)=0 (1)
kjer smo oznadili x = (x,v,z). Pogoj, da krivulja x(t) € R3 leZi na ploskvi, je
torej, da x(t) zados¢a enacbi (). Z odvajanjem enacbe (1) po t lahko ta pogoj
zapiSemo tudi kot
gradf(x(t)) - v(t) = 0 2)

Kjer smo z v(t) = x(t) = (%(t),y(t),2(t)) oznatili tangentni vektor na krivulji.
Oznacimo Se (normiran) normalni vektor na ploskev v tocki x
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in $e projekcijski matriki na normalo ter tangentno ravnino v tocki x
Q=nn",P=1-Q=1I1—nn" (3)

Kjer uporabljamo matri¢no mnoZenje (gradf in s tem tudi n je vektor stolpec)
in izpus¢amo pisanje argumenta x. Potem lahko pogoj (), da krivulja leZi na
ploskvi (¢e malo premislimo) zapiSemo tudi kot

v =Pv 4)

Enacbi @) zadosta vsaka krivulja na ploskvi (ne samo geodetka). Ce hotemo
zapisati enacbo za geodetko, moramo (@) e enkrat odvajati po t:

v =Pv+Pv

Geometrijski pogoj, da je krivulja na ploskvi geodetka, je, da mora biti vek-
tor pospeska v enak ni¢ v vseh smereh, ki so tangentne na ploskev. Drugace
receno, projekcija vektorja ¥ na tangentno ravnino mora biti enaka nic:

Pv =0



To lahko razumemo tudi fizikalno: telo, ki se giblje po geodetki "¢uti’ pospesek
kve¢jemu v smeri, ki je normalna na ploskev, saj na sami ploskvi nanj ne deluje
nobena sila.

Tako lahko zapiSemo enacbo, ki ji mora zadoscati geodetka kot

v=Pv=-Qv (5)

ki skupaj z ena¢bo x = v tvori sistem 6 diferencialnih enacb. Zacetni pogoji so
zaletni poloZaj x¢ in zacCetni tangentni vektor v.

Enacba (5) se na pogled zdi precej enostavna, vendar je treba upostevati,
da je projekcijska matrika Q = Q(x(t)) tu funkcija to¢ke x na ploskvi in $ele
posredno funkcija parametra ¢, tako da se treba nekoliko potruditi pri izra¢unu
odvoda Q, &e ga hotemo izraziti samo z odvodi funkcije f, ki definira ploskeyv,
in tangentnega vektorja v v tocki x. Da bi izrazili (5) na ¢imbolj enostaven in
ekspliciten nacin definiramo Se Hessejevo matriko parcialnih odvodov 2. reda

funkcije f: g
xx  Jxy  Jxz
Hessf = | fyx fyy fyz (6)

fzx fzy fzz

Potem lahko z nekaj truda sistem enacb za geodetke na ploskvi zapiSemo v
obliki

X = Vv

v = —MVT essf(x)v
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Naloga

1. Izpeljite enatbo (7) iz enacbe (5). Namig : Pri izpeljavi je nekajkrat treba
upostevati, da je tangentni vektor na krivulji v v vsaki to¢ki pravokoten
na normalo ploskve n oz. gradf (da torej velja enacba (2)).

2. Za &m ve¢ primerov implicitno podanih ploskev (torej funkcij f) napi-
site funkcije, ki za dano to¢ko x na ploskvi vrnejo gradf, projekcijsko
matriko P iz () in Hessejevo matriko (6). Te funkcije boste uporabili kot
argumente funkcije, ki bo numeri¢no resevala sistem (7).

3. Napisite funkcijo, ki za dano ploskev f = 0, to¢ko xp na ploskvi in tan-
gentno smer vy numericno izra¢una in narise geodetko na ploskvi. Lahko
se zgodi, da pri numeri¢nem reSevanju (vsaj ¢e koraki niso dovolj majhni)
krivulja pocasi ‘zleze’ stran s ploskve. Razmlslite o tem, kako bi se to dalo
popraviti.



