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1 Stevila

(1) Dokazi s pomocjo matematicne indukcije, da za vsak n € N velja:

2 12
(a) 13+23+...+n3zw,

4
(b) 133] 11! 4 12271,
(c) (I4+a)">1+nx, zaz> -1

Resitev: Pri dokazovanju lastnosti naravnih stevil si pogosto pomagamo s principom
popolne indukcije. Ce hocemo dokazati, da neka lastnost L velja za vsa naravna Stevila,
je dovolj, da pokazemo:

- veljavnost lastnosti L za n = 1 (ali véasih n = 0),
- da iz veljavnosti lastnosti L za poljuben n € N sledi veljavnost lastnosti L za n + 1.
(a) Dokazati zelimo formulo za vsoto kubov prvih n naravnih stevil

. 2 12
15+23+...+n3:w.

12.92
1° = .
4

n—n-+1:
Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja 13 +23 4+ ... +n3 = —nQ(n4+1)2
da potem velja tudi

. Pokazati zelimo,

1) 2)2
13+23+...+n3+(n+1)3:(n+ J(n+2) :

4
Racunajmo:
2 1 2
B+ 4. 40P+ (m+1PE %HWFDP’,
2
=(n+1)? (%—i—n—i—l) :
1 2,2
= Z(n+1) (n”+4n+4),
1
S tem smo pokazali, da zgornja formula velja za vsa naravna Stevila.
(b) n=1:
1 4122 =112 + 12" = 133
n—n+1:

Privzemimo sedaj, da 133 | 11" 4+122""! za nek n € N. To pomeni, da obstaja tak k € N,
da je 11" + 12271 = 133k, od koder sledi

11(n+1)+1 4 122(n+1)—1 —11- 11n+1 + 144 - 122n—1 — 11(11n+1 + 122n—1) + 133 - 12271—1.
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7 uporabo indukcijske predpostavke od tod sledi
11(n+1)+1 _|_ 122(7’L+1)—1 — 133(]{: + 12271—1)’
oziroma 133 | 11("+D+1 4 122+ D=1 "kar smo zeleli dokazati.

(¢) Neenakosti
(1+2)">14+nx

reCemo Bernoullijeva neenakost. Veljavna je tudi, ¢e n zamenjamo s poljubnim realnim
stevilom r > 1, a je v tem sploSnejSem primeru ne moremo dokazati s pomocjo indukcije.

n=1:
(14+z)'>1+2.

n—on+1:

Recimo, da za nek n velja neenakost (1 4+ x)™ > 1 + nz in pokazimo, da od tod sledi
(1+2)"" > 1+ (n+ 1)z. Po indukcijski predpostavki je

14+z)""=1+2)14+2)">1+2)(1+nz)=1+2+nr+nr’ =1+ (n+ 1)z +nz’.
Pri tem smo upostevali, da je x > —1. Ker je nz? > 0, od tod sledi
(1+2)"™ > 1+ (n+ 1)
O

Ugani formulo za stevilo diagonal konveksnega n-kotnika in jo nato dokazi s pomocjo
matematicne indukcije.

Resitev: Trikotnik, stirikotnik, petkotnik in Sestkotnik imajo po vrsti 0, 2, 5 in 9 diagonal.

Ce bi izracunali Se nekaj naslednjih stevil diagonal, bi lahko uganili, da je stevilo diagonal
konveksnega n-kotnika enako

#diagonal = M

Formula velja za zgoraj omenjene primere, zato privzemimo sedaj, da velja za poljuben
konveksen n-kotnik. Radi bi pokazali, da potem velja tudi za poljuben konveksen (n + 1)-
kotnik.

Izberimo torej poljuben konveksen (n 4 1)-kotnik in ozna¢imo njegova oglisa po vrsti s
T, T, Thor.




Po predpostavki ima n-kotnik z oglisci T4, 15, . . ., T,, natanko @ diagonal. Vsaka izmed

teh je tudi diagonala n + 1-kotnika, niso pa to vse diagonale. Dodati moramo Se diagonalo
T\T, in pa n — 2 diagonal z enim oglis¢em v tocki T}, 1. Torej je

- 2 - m—2 nP-n-—2 1)(n —2
#djagonalzw+1+n_2:n 3n+2n _n—n :(n—i— )(n )
2 2 2 2
Torej formula velja tudi za konveksne (n + 1)-kotnike.

Opomba: Formulo za stevilo diagonal konveksnega n-kotnika lahko izracunamo tudi z
uporabo kombinatorike. Ce povezemo vse pare oglis¢ z daljicami, dobimo (g) daljic. Od
tega jih je n stranic, ostale pa so diagonale. Sledi

, n n(n —1) n’—n—2n n(n—3)
1: — = — = =
#diagona (2> n 5 n 5 5

]

(3) Izracunaj realni del, imaginarni del in absolutno vrednost naslednjih kompleksnih stevil:

(a) 1—3i+2+2i

a) z =

143 3+’
28 + 3¢ 3 — 27)2

(b) = +Az_( .2)'
2+ 3 ?

Resitev: Vsako kompleksno stevilo z € C lahko zapisemo v kartezicnem zapisu v obliki
z=x+ 1y,

kjer sta x in y realni Stevili.

Stevilu x recemo realni del, Stevilu y pa imaginarni del stevila z in ju oznacimo:

Re(z) = z,
Im(z) =y.

Absolutna vrednost kompleksnega stevila z je njegova oddaljenost od koordinatnega izhodisca.

Oznacimo jo z
|z| = Va2 + 2.



(a) Racunajmo:

Od tod sledi:

(b) Sedaj velja:

od koder sledi:

z

C1-3i 242
143 3+4
(1 —34)(1 — 3d)
(1+3)(1—3i)  (B+:)(3—1)’
1—6i—9+6—2i+6i+2

10 10 ’
—8—6i 8+4
+

10 10 7

(24 2i)(3 —1)

28430 (3-2i)?
C243% i
C(28430)(2-3) 9—12i—4
T (2+30)(2-3i) i ’
56 —84i+6i+9  5+12
_65 781'3 o
— (31 N -
=1—3+(5+122)1,
=5 — 6i+5i — 12,
= —7—1,

Re(z) = -7,
Im(z) = —1,
2| = V50 = 5V/2.

(4) Skiciraj mnozice tock v C, ki zados¢ajo danim pogojem:

(
(
(
(

a) 0 <|z| <2,

b) |z—i <1lin|z+1] <1,
c) |z| +Re(z) <2,

d) [z =1+ ]z+1] =5.



Resitev: (a) Dana mnozica je odprt krog s polmerom R = 2 in s sredis¢em v koordinatnem
izhodiscu (sredisca ne vsebuje):

Im

A

(b) Dana mnozica je presek dveh krogov:

2k

(¢) Pigimo z = x + iy. Iz neenacbe |z| + Re(z) < 2 potem sledi, da je z < 2. Ce dano
neenacbo kvadriramo, pridemo do neenacbe

Vari+y?+x <2,
2’ +y* < (2-2)
y® < 4(1 — ).
Dana mnoZica je torej obmocje znotraj parabole y* = 4(1 — x):

Im

4 -3 -2 -1 2
/ Re




(d) Resitev enacbe |z — 1| + |z + 1| = 5 so vsa kompleksna Stevila, ki imajo konstantno
vsoto oddaljenosti od stevil 1 in —1. Ce se spomnimo na geometrijsko definicijo elipse,
lahko od tod sklepamo, da bomo dobili elipso z goris¢ema v tockah 1 oziroma —1. Velika
polos je enaka a = 2, mala pa b = @ Sredisce elipse je v koordinatnem izhodiscu, njena

27
enacha pa je

2 2

ImA

8

Izracunaj s pomocjo de Moivrove formule naslednja kompleksna Stevila:

(a) == (1+iv3)™2,
1

(b) Z:m,

(c) 2= ( 1?) |

Resitev: Poleg kartezicnega zapisa kompleksnega Stevila z = x + iy nam pri racunanju
pogosto prideta prav polarni zapis

z = |z|(cos ¢ + isin ¢)

in pa Eulerjev zapis
z = |z|e"?,

kjer je |z| = y/x? + y? absolutna vrednost, ¢ pa argument (polarni kot) Stevila z.

Im

|z| cosp Z=X+y

Iz sing




Za nas bo Eulerjev zapis le primeren pripomocek za racunanje, ¢e bi znali potencirati na
kompleksne eksponente, pa bi videli, da velja Eulerjeva formula

€' = cos ¢ + isin ¢.

S pomocjo de Moivrove formule lahko ra¢unamo potence kompleksnih stevil. Ce je namrec
z = |z|(cos ¢ +isin¢) = |z]e’®, potem za vsak n € N velja

= |2["(cosng + isinng) = |z|"e™?.
(a) Pisimo w = 1 + iv/3. Potem je |w| =2 in ¢ = . Po de Moivrovi formuli sledi

42 42
2 = w'? = 2% (COSTﬁ—l—isinTW) = 242

(b) Naj bo sedaj w = 14 4. Potem je |w| =2, ¢ =T

1 1 1
ws 16 (cos—+zsm8—”) 16’

(c) Najprej opazimo, da velja

2013
B 1—|—Z B 1434 671

Oznacimo tokrat w = 1. Potem je |w| = \/5, ¢=7%1in
e 1 67lr . . 671w 1 Tr L
z=w"" = \/5671 cos — + isin 1 2335\/_ os—+zsm 1 _ﬁ( —1).

Resi v obsegu kompleksnih stevil dane enacbe oziroma sistem enacb:
(a)
(b)
()
(
(

i,
( —4i)z =5 —5i =0,

NNNN

d)

. R .
=1in - =1
Z

)

Resitev: V realnem ima enacba x™ = a za poljuben a > 0 ali eno resitev, ¢e je n lih, ali
pa dve resitvi, ¢e je n sod. V kompleksnem pa ima enacba z" = a za poljubno nenicelno
kompleksno stevilo a natanko n razlicnih resitev. Posebej pomembne so resitve enacbe

ki jim recemo tudi n-ti koreni enote.



(a) Is¢emo resitve enacbe 2% = 1. Pigimo 2 = |z[e’. Sledi
|Z|3ez‘3¢ —1. €i2k7r'
Vidimo, da je
|Z| =1,
2km
=
Ker nas zanimajo polarni koti ¢ € [0,27), pridejo v postev samo k € {0,1,2}. Resitve

enacbe so
2kmi

zr=e3 , ke{0,1,2}.

Eksplicitno so to stevila

ZO_l7

V3
Zl————i—ZT,
z ————iﬁ
T2 T2

Geometrijsko so resitve enacbe 2® = 1 ogliséa enakostraniénega trikotnika, lezijo pa na
enotski kroznici.

o5

Re

Opomba: Za splosen n tvorijo n-ti koreni enote oglisca enakostranicnega n-kotnika. Eno
izmed oglis¢ je zmeraj zp = 1. Ce je n lih, je to hkrati tudi edini realni koren enacbe
z" =1. Ce je n sod, pa je realen Se zn = —1.
(b) Sedaj resujemo enacbo z* = i. Ce pisemo z = |z]e®, dobimo
l2ieis = 1. oi(5+2kT)
Od tod dobimo
|Z| =1,
Tk
=4 =
¢ 8§ 2
za k € {0,1,2,3}. Resitve enacbe so torej

k

5= (EH9) ke f0,1,2,3).

Resitve enacbe tokrat tvorijo oglis¢a kvadrata in lezijo na enotski kroznici. Kvadrat je
zavrten za kot T glede na koordinatne osi.
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Al

Re
2

Opomba: n-te korene kompleksnega stevila a lahko dobimo tudi na naslednji nacin. Ce
pisemo a = |a|e®, je zp = ’\L/me% eden izmed n-tih korenov stevila a. Preostale n-te
korene dobimo, ¢e zy pomnozimo z n-timi koreni enote. Vidimo, da n-ti koreni stevila
a dolocajo oglis¢éa enakostranicnega n-kotnika, ki lezi na kroznici s sredis¢em v 0 in s
polmerom {/[al. Glede na standardni n-kotnik korenov enote je ta n-kotnik zavrten za
kot 2.

n

(¢) V tem primeru bomo resili kompleksno kvadratno enacbo
22— (1—4i)z —5—5i=0.
Podobno kot pri realnih enacbah ima tudi ta enacba dve resitvi, ki ju lahko izracunamo
z uporabo znane formule
1—4it /(1 -4 +4(5+5i) 1—4i+/5+12
2 2 '

212 =

Kvadratni koren /5 4+ 12¢ moramo sedaj izracunati v kompleksnem. IS¢emo kompleksno
stevilo x + 1y, da bo veljalo:

(z +iy)? =5+ 12i,
w2 — y? + 2zyi = 5 + 12i.

Tako pridemo do sistema enach:
ry = 6,

22 —y? =5,

ki ima resitvi (3,2) in (=3, —2). Od tod sledi, da je
V5 +12i = £(3 + 27).

Resitvi kvadratne enacbe sta torej:

21 = 2 — i,

29 = —1— 3.
(d) Ena resitev je z = 0, zato v nadaljevanju privzemimo, da je z # 0. Ce enacbo 2* = %
pomnozimo z z, dobimo

2=z
’Z|3€3i¢ — |Z|2€i2k7r.
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Od tod dobimo, da je |z] =1 in ¢ = %Tﬂ za k € {0, 1,2}. Resitve enacbe so torej

2mi 4mi
26{0,1,63,63}.

Opomba: Prejsnje enache so vse imelo toliko resitev, kot je bila njihova stopnja. V tem
primeru pa vidimo, da to ne velja ve¢, ko imamo opravka z nepolinomskimi enacbami.

(e) Naj bo z = = +iy. Iz druge enacbe dobimo:

i

N W W

=1z,
x+iy =iz —iy),
T4y =y+iz.

Torej je x = y. Ce vstavimo to v enacbo |75 =1, dobimo

2| = [z + 1],
Va4 2?2 =+/(x+1)2 4 22,
1
r=—=.
2
Resitev enacbe je torej stevilo z = —% — %Z O

Naj bosta mnozici A, B C C definirani z:

A:{ZEC|0§Re(z)§1in0§1m(z)§1},
B:{26C|O§|z|§1in0§arg(z)§£}.

Najprej skiciraj mnozici A in B, nato pa poskusi ugotoviti, kaj se z A in B zgodi po
transformacijah:

(a) z+— 2+2+1,

(b) z iz,

(c) 2+ 22

Resitev: Mnozica A je enotski kvadrat, mnozica B pa krozni izsek enotskega kroga, ki
ustreza kotom ¢ € [0, §].

L L i L L L L L
-05 05 10 15 -05 05 10 15

Re Re
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(a) Preslikava z — z + 2 + i predstavlja premik za dve enoti v desno in za eno enoto
navzgor. Mnozici A in B dana transformacija torej samo premakne, ni¢ pa ne spremeni
njune oblike.

Im Aim

Re Re

(b) Preslikava z +— iz mnozico najprej prezrcali preko vodoravne osi, nato pa zavrti za
90° okoli koordinatnega izhodisca. Enotski kvadrat se pri tej transformaciji preslika nazaj

nase, medtem ko se krozni izsek B transformira v krozni izsek, ki ustreza kotom ¢ € [T, 7.

L L i L L L L
-05 05 10 15 -05 05 10 15

Re Re

05} 05}

(c) Za konec si poglejmo Se preslikavo z +— 2?. Ta preslikava danemu kompleksnemu
stevilu kvadrira absolutno vrednost in podvoji argument. Da bi ugotovili, kako se pri
tej transformaciji transformira enotski kvadrat, bomo pogledali, kako se transformirajo
njegove stranice. Tocke na daljici med 0 in 1 se transformirajo nazaj na to daljico, medtem
ko se tocke na daljici med 0 in ¢ transformirajo na daljico med 0 in —1. Na daljici med 1
in 1+ 4 so tocke oblike 1+ ti za t € [0, 1]. Ko jih kvadriramo, dobimo tocke oblike
(14+ti)? =1+2ti —t* = (1 —t?) + 24,
ki predstavljajo lok na paraboli x =1 — % med tockama 1 in 2i. Na podoben nacin lahko
izracunamo, da se tocke na daljici med 7 in 1 + ¢ transformirajo v tocke oblike
(t+4)? =t* — 1+ 2ti,

ki predstavljajo lok na paraboli x = % — 1 med tockama —1 in 2.
Krozni izsek B se transformira v krozni izsek, ki ustreza kotom ¢ € [0, 7].

Im

Re

13



2 Zaporedja in vrste

(1) Razis¢i monotonost in omejenost zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = 2;:13. Nato izracunaj

limito zaporedja in ugotovi, koliko ¢lenov zaporedja je od limite oddaljenih za 0.05 ali vec.

Resitev: Najprej izracunajmo prvih nekaj clenov zaporedja (a,):

5
a; = g = 2.50,
ag = g = 2.33,
as = %1: 2.25,
ay, = = = 2.20.

Iz teh prvih nekaj ¢lenov lahko postavimo hipotezo, da je dano zaporedje padajoce. Da
je to res, sledi iz naslednjega racuna:

an-i-lgana
2(n+1)+3<2n+3
m+1)+1 — n+1’
2n+5 _2n+3
n+2 ~ n+l’
(2n+5)(n+1) < (2n+ 3)(n + 2),
2n® +Tn+5 < 2n* + Tn + 6,
5 < 6.

Iz zapisa

2n+3 2n+1)+1 1
n+1 n+1 n+1
sledi, da za vsak n € N velja 2 < a,, < 3, kar pomeni, da je zaporedje omejeno.

Limita zaporedja (a,) je enaka

m + 3 1
lim 22 i (2+ ):2
n-+1

Po definiciji limite zaporedja to pomeni, da so v poljubnem intervalu okoli stevila a = 2
vsebovani vsi Cleni zaporedja od nekega dalje. V naSem konkretnem primeru nas bo
zanimal interval (2 — €,2 + ¢), kjer je ¢ = 0.05. Cleni, ki lezijo izven tega intervala,
zadoScajo neenakosti

la, — 2| > 0.05.
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Z uporabo predpisa zaporedja (a,) od tod dobimo naslednjo neenacho

la,, — 2| > 0.05,
2n 4+ 3
n+1
2n+3—2n—2

n+1

— 2’ > 0.05,

’zona

1 1
>_)
n+1— 20
n—+1 <20,
n < 19.

Od tod sklepamo, da je od limite za 0.05 ali ve¢ oddaljenih samo prvih 19 ¢lenov zaporedja
(an). Preverimo lahko, da je ¢len ajg = 2.05 oddaljen natanko 0.05 od limite.

Poglejmo si sedaj Se graf zaporedja (a,). Cleni, ki so od limite oddaljeni za manj kot 0.05,
lezijo v vodoravnem pasu Sirine 0.1 okrog limitne vrednosti.

24

22

20

L L L L
10 20 30 40

Podobno sliko dobimo pri vsakem konvergentnem zaporedju, le da v sploSnem ni nujno,
da se c¢leni monotono priblizujejo limiti, ampak lahko okrog nje tudi malo nihajo. O]

(2) Izracunaj limito zaporedja s splognim ¢lenom:

(a) 2n?4+n+1
Ay = —————
n (TI,+ 1)2 Y
1+2+---+n
(b) an = Tl2 ’
2n + 3"

() o = g g
) a _Vntl-vh
VRN

Resitev: Pri ra¢unanju limit si bomo pomagali z naslednjimi limitami oziroma s pravili za
racunanje s konvergentnimi zaporedji:

1) lim (a, £0b,) = lim (a,) + lim (b,), 4) lim (c¢-a,) =c- lim (a,) za vsak ¢ € R,

n—00 n—o0 n—o00 n—o00 n—00
1
2) lim (a, - b,) = lim (a,) - lim (b,), 5) lim — =0 za vsak a > 0,
n—00 n—00 n—00 n—oo N&
a lim (a,)
3) Tim (b—:) = %, 6) Tim ¢" = 0 za vsak lq] < 1.
n—oo

15



Prva stiri pravila veljajo ob predpostavki, da sta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji, pri
pravilu 3) pa zahtevamo 8e, da so ¢leni zaporedja (b,) in njegova limita nenicelni.

on’4+n+1 . 2mP4+n+l . 24145
_— = lim — = ——2

(b) lim = lim =———-F = — lim = — lim
n—00 n? n—00 n? 2n—00 N 2 n—oo

L4224 dn o ognetl) 1. n+l 1. <1+1>:1.

1

(0) lim — 5" _ iy Gt 1
n—oo 2N+l 4 3n+l n—00 2(%) +3 3

@ h YRFI=Vn Vit l—Vi (et T+ V)Vt v —T)
oo = n—1 o m—vn—1 (Va1 yn) (it vn—1)
o VA VAT
IS VT

VIit,/1-1
= lim ——* "

= 1.

(3) Zaporedje (a,) je definirano z zacetnim ¢lenom a; = 2 in z rekurzivnim predpisom

a, — 1
a, + 3

Qpy1 =

(a) Dokazi, da je zaporedje konvergentno in izra¢unaj njegovo limito.

(b) Kako sta konvergenca in limita odvisni od izbire zacetnega clena a;?

Resitev: (a) Sedaj imamo opravka z rekurzivno podanim zaporedjem. Da dobimo obcutek,
kaj se dogaja s ¢leni zaporedja, si ponavadi pomagamo z naslednjim cik-cak diagramom:
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Oznacimo funkeiji f(z) = = in g(x) = 2. Zatnemo s tocko na abscisni osi, ki ustreza
zacetni vrednosti a; = 2 in poiSéemo pripadajoco tocko na grafu funkcije g. Nato iz-
meni¢no vlecemo vodoravno ¢rto do grafa funkcije f ali pa navpicno do grafa funkcije g.

Projekcije oglisé te lomljene ¢rte na abscisno os so vrednosti zaporedja (ay,).

Risanje cik-cak ¢rt je v bistvu graficna predstavitev racunanja zaporednih ¢lenov. Tocka
na premici ¥y = x nam predstavlja vrednost ¢lena a,. Ko se dvignemo ali spustimo na
ustrezno tocko na grafu funkcije g, smo prisli v tocko (@, any1). Ce zelimo najti tocko z
absciso a, 1, se moramo torej premakniti levo (desno) do premice y = x.

Slika nam da slutiti, da je zaporedje padajoce in navzdol omejeno z —1. Privzemimo za
trenutek, da je zaporedje (a,,) konvergentno z limito a. Ce na rekurzivni zvezi uporabimo
limito, dobimo:

anp, —1 .
Ant1 = a, + 3/7}1—{20’
a—1
a= ,
a-+3
a>+3a=a-1,
(a+1)*=0.
Ta enacba ima dvojno resitev a = —1, kar pomeni, da je edini kandidat za limito danega

zaporedja Stevilo a = —1.

Sedaj moramo pokazati Se, da je zaporedje konvergentno. To bo sledilo iz dejstva, da
je padajoce in navzdol omejeno z —1. Najprej pokazimo s pomocjo indukcije, da velja
a, > —1 za vsak n € N. Po predpostavki je a; = 2 > —1, zato sedaj privzemimo, da za
nek n velja a,, > —1. Racunajmo:

An41 Z _]-7
a, — 1
> 1,
a, +3
a, — 1> —a, — 3,
2a, > -2,
a, > —1.
Sedaj pokazimo Se, da je zaporedje padajoce:
Qp+1 S Qp,
a, — 1
< an7
a, +3
a, — 1 Sai—l—?)an,
0 < (a, +1)%

Od tod sledi, da je limita zaporedja (a,) enaka —1.

(b) Ce izberemo drugacen zacetni ¢len, bo dobljeno zaporedje $e vedno konvergiralo k —1.
Za vrednosti a; > —1 je premislek popolnoma enak tistemu od prej. Pri a; = —1 bodo vsi
¢leni enaki —1, pri a; < —1 pa bo najprej nekaj ¢lenov negativnih, slej ko prej pa bomo
prisli do pozitivnega ¢lena, od koder bo zaporedje skonvergiralo proti —1. Potrebno je
omeniti, da pri nekaterih zacetnih vrednostih zaporedje ni dobro definirano. To se zgodi,
ko je a, = —3 za nek n. V tem primeru namre¢ ne moremo ve¢ rekurzivno izracunati
naslednjega clena.
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(4) Naj bo a, = \/2 +1/2+---++V2zan > 1. Izracunaj limito zaporedja (a,).

n korenov

Resitev: Pri tej nalogi imamo zaporedje (ay,,) sicer podano eksplicitno, a na tezko izracunljiv
nacin. Ce izrac¢unamo prvih nekaj ¢lenov, bi dobili vrednosti (zaokrozene na tri decimalke):

a; = 1.414,
as = 1.848,
az = 1.962,
ay = 1.990,
as = 1.998.

Zacetni ¢leni nam dajejo slutiti, da zaporedje (a,) narasca, vendar Se ne vemo to¢no,
ali kam konvergira, ali pa raste v nedogled. Ko ra¢cunamo ¢lene, lahko opazimo, da jih
pravzaprav racunamo rekurzivno enega za drugim. To pomeni, da lahko zaporedje (a,)
podamo z rekurzivnim predpisom a,1 = /2 + a, in z zacéetnim clenom a; = v/2.

Recimo najprej, da je zaporedje (a,) konvergentno z limito a. Ce na rekurzivni zvezi
uporabimo limito, dobimo

ani1 = V2 + a,/ lim
n—oo

a=+v2+a
a’> =2+ a.

Resitvi te enacbe sta a € {—1,2}. Ker so ¢leni zaporedja (a,) pozitivni, je lim (a,) = 2,
n—oo

ce seveda ta limita obstaja.
Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s ¢cleni zaporedja, si pomagajmo s cik-cak diagramom:

A

20

L L
05 10 15 20

Slika nam da slutiti, da je zaporedje (a,) naraséajoce in navzgor omejeno z 2. Formalno
bomo to domnevo dokazali s pomoéjo popolne indukcije. Najprej opazimo, da za x € (0, 2)

velja
T<V2+x<2.

18



Pokazimo najprej, da je zaporedje navzgor omejeno z 2. Po definiciji je a; = V2 < 2.
Denimo sedaj, da je a, < 2 za nek n € N. Ce v neenakost /2 + x < 2 vstavimo = = a,,
dobimo a,11 = V2 + a, < 2.

Pokazati moramo $e, da je zaporedje narascajoce. Ker vsi cleni zaporedja (a,) lezijo na
intervalu (0, 2), iz enakosti z < /2 + x sledi a,, < /2 + a,, = 1.

Zaporedje (a,) je torej narascajoce in navzgor omejeno z 2, torej je konvergentno, na
zacetku pa smo ze pokazali, da od tod sledi

lim \/2+\/2+~-+\/§:2.

n—oo

n korenov

[zracunaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom:

(&) an = (nil)n’

o= (2-)
(©) ay = <”2+—2”>n

n?+1
Resitev: Pri tej nalogi bomo racunali limite oblike

; g(n)
lim f(n)?™,

kjer je lim f(n) =1in lim g(n) = £oo. S prevedbo na limito lim (1+ 1)" =, lahko
n—00 n—00 n—=+o0o n
izpeljemo, da velja

: g(n) _ nlimm(f(n)—l)g(n)
g fT = e |

(a) Limita osnove je enaka ena, eksponent pa konvergira proti neskonénosti. Zato je

n
n ; n__ S (I
lim = e (G i

19



(6) Izracunaj vsoto danih geometrijskih vrst:

Resitev: Pri racunanju vsot geometrijskih vrst si pomagamo s formulo
a

a+aq+aq2+aq3+...: —q

Pri tem je a zacetni ¢len, ¢ pa koliénik geometrijske vrste, za katerega mora veljati || < 1,
da vrsta konvergira.

— 1 1 1 3
_— = 1 —_ — g = —
(a)n;:an T3t T T
5 5 5 5 3
b —_— = — — — = 2 = 5
();271 ity T T
= 2" 4 8 16 = 4
(C);:s%—l prE iyt -2 21
O
(7) Zapisi dani funkciji kot vsoti geometrijskih vrst in ugotovi, kdaj sta konvergentni:
(0) flx) =
a) flo) =175
1
b = .
(0) o) = 1=
Resitev: (a) Funkcijo f(z) = ﬁ lahko razumemo kot vsoto geometrijske vrste s koefi-
cientom ¢ = —22. Torej je
1
flz) = T =1-2*+a2t—a2%+...
Vrsta konvergira za |z| < 1.
(b) Tokrat je
(2) = 11 11 1+x2+x4+ _1+SE2+$4+
R I 1716 ) 116 e
Vrsta konvergira za |z| < 2. O
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(8) Razisci konvergenco danih vrst. Za konvergentne jo tudi izrac¢unaj:

1

Regitev: Za poljubno vrsto > a, lahko definiramo zaporedje delnih vsot

Spi=a1+as+ -+ ay,.

Vrsta > a, potem konvergira, ¢e konvergira zaporedje njenih delnih vsot. Vsota vrste je

definirana s predpisom
oo

Z a, = nll_{rolo(sn)

n=1
- 1
Ob D1k
nz1n(n—|—2)
Za vsak n € N velja enakost
1 1 /1 1
nn+2) 2\n n+2)°
Torej je
_+++_111+11++11 31 1
o Tl =5 \\1 7 3 2 1 n n+2)) 2 ntl nt2
Sledi .
Z ! = lim (s,) =
n(n—|—2) n—00

Yy

1n+1

Potreben pogoj za konvergenco vrste je, da konvergirajo njeni ¢leni proti 0. Ker je

n

im =1,
od tod sklepamo, da vrsta ) -2 divergira.
n=1
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(C)Z%;

Cleni vrste sedaj sicer konvergirajo proti 0, a ne dovolj hitro. Zato vrsta vseeno divergira.
To sledi iz neenakosti

ki velja za vsako naravno Stevilo. Ker velja Y + = 00, od tod sledi tudi 75 = 0.

n=1 n=1
Opomba: Vrsta > n% konvergira natanko takrat, ko je a > 1. O
n=1

[zracunaj obseg in plos¢ino Kochove snezinke.

Resitev: Kochova snezinka je ravninska mnozica, ki jo dobimo po naslednjem postopku:

- zatnemo z enakostrani¢nim trikotnikom,

- v vsakem koraku na srednjo tretjino vsake stranice dodamo enakostrani¢ni trikotnik.

Prvih nekaj iteracij tega postopka je narisanih na spodnji sliki.

NIIEIEIES

Pokazali bomo, da v limiti dobimo lik z neskonénim obsegom in s kon¢no plos¢ino.

Oznac¢imo z a; dolzino stranice prvotnega enakostrani¢nega trikotnika. Lik, ki ga dobimo

v n-ti iteraciji, ima potem dolzino stranice enako a, = gy, vseh stranic pa je 3 - 4=t

Obseg tega lika je potem enak

ay 4 n—1
— n—1 —
On—34 W—3a1(§> .

Dobimo geometrijsko zaporedje, ki narasca ¢ez vse meje.

Poglejmo si Se ploscino Kochove snezinke. Oznacimo z S; ploséino zacetnega trikotnika.
Trikotniki, ki jih dodamo v n-ti iteraciji, imajo potem ploscino enako 9:?11 in jih je 3-4772,
V n-tem koraku se torej plos¢ina poveca za S, = 3-4"2. 9:?11 , plos¢ina Kochove snezinke

pa je enaka

1

1 12 = 8
S,=S1+=-S1+—S+...=5+5—-"23-=-5,.
1 1+31+81 1+ 1+ 11_% 501

NE

S:

n
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3 Funkcije
(1) Skiciraj grafe funkcij:

2’ —3r+2
(a) f(’lj) - x(.’LQ . 9) )
(b) f(z) = " +2,

(¢) f(z) =2arccoszx.

Resitev: (a) Racionalna funkcija f(z) = :‘;2 (;g’fgf ima pole v tockah = € {—3,0, 3} in nicli
1 = 1in 29 = 2. Od tod sledi, da je Dy = R\ {—3,0,3}. Premica y = 0 je vodoravna

asimptota funkcije f pri  — £o00, njena zaloga vrednosti pa je Zy = R.

A Y

<Y

-4

(b) Eksponentna funkcija f(z) = e”+ 2 je definirana povsod na R, njena zaloga vrednosti
paje Zy = (2,00).

AY

Funkcija f povsod naraSca in je povsod konveksna. Lokalnih ekstremov in prevojev nima.
Pri z — oo raste Cez vse meje, pri x — —o0 pa ima asimptoto y = 2.

(c) Lo¢na funkcija f(x) = 2arccosz je definirana na Dy = [—1, 1], njena zaloga vrednosti
pa je Z; = [0, 2m].
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. . .
-4 -2 2 4

<Y

m
(2) Skiciraj graf funkcije f(z) = /%%,
Regitev: Funkcijo f(z) = ;‘";j lahko zapisemo kot kompozitum f = g o h korenske

funkcije g(z) = /z in racionalne funkcije h(z) = 5.

Ay AY i

\
<Y

i
| |
| |
| |

. T T
| |
| |
i i
| |
| |
| |

‘ ‘ ‘ ‘ PN
-1 1 2 3 4 X | |
i i

b | |

il

Ce hocemo, da bo funkcija f definirana, mora biti definirana funkcija h, ki mora biti
hkrati nenegativna. Funkcija h je racionalna funkcija, ki ima pol pri z = =£1, niclo pri
x = —2 ter vodoravno asimptoto y = 0. Z grafa funkcije h lahko preberemo, da je torej
Dy = [-2,—1) U (1,00). Ce pogledamo graf funkcije g, vidimo, da funkcija g vrednosti
manjse od 1 poveca, vrednosti vecje od 1 pa zmanjsa. S pomocjo tega dejstva lahko
skiciramo graf funkcije f. Na spodnji skici je s ¢rtkano ¢rto narisan graf funkcije h, s
polno ¢rto pa graf funkcije f.
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(3)

Ugotovi, ali predpisi x, V22 in (y/x)? predstavljajo iste funkcije.

Resitev: Funkcija s predpisom f(z) = z je definirana povsod, njen graf pa je simetrala
lihih kvadrantov. Funkcija s predpisom g(z) = Vz? je prav tako definirana povsod in
pravzaprav izracuna absolutno vrednost Stevila x. Funkcija s predpisom h(x) = (1/x)? je
definirana samo za x € [0, 00), kjer se po vrednosti ujema s funkcijo f.

y y y

Dana je funkcija f(x) = log(z? — 4).

(a) Doloc¢i maksimalno definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije f.

(b) Zozi definicijsko obmocje funkcije f, tako da bo dobljena funkcija injektivna in nato
izracunaj njen inverz.

(c) Narisi grafa funkcije in njenega inverza.
Dokaz. (a) Logaritemska funkcija je definirana samo za pozitivna realna Stevila, zato

so v definicijskem obmoéju funkcije f tista Stevila, za katera je 22 —4 > 0. Torej je
Dy = (—00,—2) U (2,00). Je pa funkcija f surjektivna, kar pomeni, da je Zy = R.

(b) Funkcija f je soda, od koder takoj sledi, da ni injektivna. Je pa injektivna njena
zozitev na interval (2,00). Izracunajmo inverz te zozitve:

x = log(y® — 4),
e’ =y? — 4,

y=ver+4.

Inverzna funkcija zozitve f|(20) je definirana povsod in ima predpis
(f|(27m))_1($) = et + 4.

(c) Poglejmo si Se grafa funkcije in inverzne funkcije.

y
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Dana je funkcija f(z) = arctan <ﬁ>

x4 —4x2
(a) Skiciraj graf funkcije f.
(b) Obravnavaj zveznost funkcije f in ugotovi, ali jo lahko zvezno razsirimo na R.

x2—1

Resitev: (a) Najprej skicirajmo graf racionalne funkcije h(z) = F—=.

—ab

Ce funkcijo h komponiramo s funkcijo arctan, se bo graf dobljene funkcije namesto k
polom priblizeval k vrednostim 47.

y

o

Ry
\2 —
i
|
|
|

A

(b) Na grafu vidimo, da je funkcija f definirana povsod razen v tockah x € {—2,0,2}.
Zvezno jo lahko razsirimo Se ¢ez tocko x = 0, ne moremo pa je zvezno razsiriti na cel R,
saj ima v tockah x = +2 skoka. O]

1

Pokazi, da je funkcija s predpisom f(x) = 3 log

14z

1= injektivna in izracunaj njen inverz.

Resitev: Funkcija f je injektivna, Ce razlicne vrednosti preslika v razlicne vrednosti. To
pomeni, da za vsak par x,y € R iz enakosti f(z) = f(y) sledi, da je z = y. V praksi lahko
torej v enacbah krajsamo predpis, ki doloca injektivno funkcijo.

Pa denimo torej, da za neka z,y € R velja f(z) = f(y). Potem je:

1 bz _ 1 Ity
5 log 177 = 3 log 1y
1+z _ 14y
-z = 1—y’
l+z—-y—a2y=1+y—o—ay,
xr=y.
[zracunajmo sedaj inverz funkcije f:
_ ll 14y
r = 5 log 1=,
2 14y
e =1
_ 6295_1 et _e—T
Yy==n eTte=®



Inverzna funkcija je kvocient hiperboli¢nega sinusa in kosinusa. Imenujemo jo hiperboli¢ni
tangens in jo oznac¢imo s th. Funkcija f je inverz hiperboli¢nega tangensa, recemo pa ji
area hiperboli¢ni tangens in jo oznacimo z arth.

__ et—e”"
th'r - eT4e—T)

_ 1 1+x
arth = 5 log {7=.

Poglejmo se grafa funkcij th in arth v istem koordinatnem sistemu.

Ay

Izracunaj limite funkcij:

(a) lim (vVa?—5x+6—x),

T—00

, 22+ 1\"
<w:gg(ﬂ_2),

2 =1

Resitev: Pri racunanju limit funkcij veljajo podobna pravila kot pri racunanju limit za-
poredij, upostevamo pa naslednji splosni navodili:

- Ce je funkcija f zvezna v tocki a, je lim f(z) = f(a),
r—a

- Ce predpis za funkcijo f ni definiran v tocki a, poskusamo najti tak predpis g, ki je

definiran v a, in da za z blizu a (x # a) velja f(z) = g(x).

\/2_7_ \/2_7
(a) Tim (ViZ =Bz 76— 2) = lim Y 020 )(Va? =Sr+6+2)

. —5z+6 . -5+ 2 5
= lim = lim z = ——.
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(b) Sedaj imamo opravka z limito oblike 1°°, ki jo lahko izra¢unamo podobno kot pri

zaporedjih.
1'2 +1 @? li 2241 1) 22 i 342
lim ( 5 ) — exLH;O(OC?f?_ )x — erooe 222 — 3.
z—o0 \ 12 — 2
21 -1 1 —1
(c) L S im =D+l @

. _
P22+ 30+ 2 eont (x4 2)(

, 1 3  l+az+4+22-3 (x+2)(x —1)
(d)olclg%(l—x_l—x?’)_alclig 1—a3 _alclg%(l—x)(l—i—x%—ﬁ)’
2
- lim 2 g
e—1 14 x + 22

(e) Pri tej nalogi bomo uporabili limito lir% sine _ 1,
z—>

in(4 in(4
lim sin(4x) lim sin(4z)

2—0 T z—0 4dx

(8) Doloci konstanto a, tako da bo funkcija

r~—ax

1—cos?(z—1) .
f)={ o >l
ot ;e

zvezna v tocki z = 1.

Regitev: NasSa funkcija je zlepek dveh funkcij v tocki x = 1. V tocki x = 1 bo zvezna, ¢e
bosta enaki leva in desna limita v tej tocki

111?7 f(z) = lim f(x).

T— r—1+
Limiti sta enaki:
x? —ax l1—a
lim f(z)= lim = :
z—1- z—1- T +a 1+a

lim f(x) = lim 1 —cos?(x — 1) — lim sin?(z — 1) — lim sin?(x — 1) - (v +1)2
z—1+ z—1— . (\/E — 1)2 z—1— (\/E — 1)2 x—1— (\/E — 1)2 . (\/E—l— 1)2
= i S (V1) =

r—1—

Ce hocemo, da bo funkcija f zvezna v x = 1, mora torej veljati

l—a
l4a
od koder sledi a = —%. Konstanto a smo izbrali tako, da se leva in desna krivulja stikata
v tocki (1,4).
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(9) Izracunaj levo in desno limito funkcije f(x) = arcsin <1 - #) v tocki = = 0.

Regitev: Najprej se spomnimo, da velja lim e'/* = oo in lim e* = 0. Sledi

z—07F xz—0~
I — i i (1-—>—) =arcsinl =
lim f(z) = Jim arcsin {1 — =7 | =aresinl =3,
: : . 2 : .
xlg(l)l_ flx) = IIE(?_ arc sin (1 — m) = arcsin(—1) = 7.

Ker sta limiti razli¢ni, funkcije f ne moremo zvezno razsiriti ¢ez tocko z = 0.

-10 05 05 X

y

O
(10) S pomocjo metode bisekcije poiséi resitev enac¢be cosx = z na eno decimalko natanc¢no.

Resitev: Poznamo metode, s pomocjo katerih lahko resujemo polinomske, trigonometricne,
eksponentne in druge enacbe. V kolikor te metode delujejo, lahko najdemo natancne
resitve enach. Ce toéne resitve ne znamo najti, pa lahko priblizno resitev poiséemo s
kaksno numeri¢cno metodo. Metoda bisekcije je ena izmed njih. Pri njej uporabljamo
naslednji algoritem:

-izberemo zeljeno natancnost,
- enacbo zapisemo v obliki f(x) = 0 in izberemo zacetni interval, ki vsebuje niclo,
-na vsakem koraku razdelimo interval na dva dela in izberemo tistega, ki vsebuje niclo,

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo zeljene natancnosti.

Delovanje metode temelji na dejstvu, da je graf zvezne funkcije neprekinjen. Ce ima torej
funkcija v enem krajis¢u intervala negativno vrednost, v drugem pa pozitivno vrednost,
mora imeti nekje na intervalu niclo.

Poskusimo resiti enac¢bo cosx = x. Z grafa je razvidno, da bo resitev na intervalu [0, 1].
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(11)

el

-3 - -1 1 2 X

_af

Da bi lahko uporabili metodo bisekcije, ena¢bo najprej prepisimo v obliko x —cosx = 0 in
definirajmo funkcijo f(z) = z — cosz. Velja f(0) = —1 in f(1) = 0.46, zato bomo zaceli
z intervalom [0, 1].

- f(0.5) = —0.38, zato bo nic¢la na intervalu [0.5, 1],
- £(0.8) = 0.10, zato bo ni¢la na intervalu [0.5,0.8],
- f(0.7) = —0.06, zato bo nicla na intervalu [0.7,0.8].

Ker je f(0.75) = 0.02, bomo za priblizek vzeli stevilo z = 0.7. Bolj natancen priblizek za
resitev enacbe je x = 0.739085.

0 0.5 0.7 0.8 1

S pomocjo sekantne metode poiséi resitev enacbe 2 = 2 na dve decimalki natanéno.

Resitev: S pomocjo sekantne metode bomo izracunali v/2 na dve decimalki natanéno.
Ce resujemo enacho f(z) = 0, lahko priblizek resitve poiséemo z naslednjim algoritmom:

- izberemo zacetna priblizka x; in x,
Tp — Tnp—1

f(z,) — f(xnfl),

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo Zzeljene natanénosti.

- induktivno racunamo x,1 = z,, — f(z,)

Definirajmo f(z) = 2% — 2 in vzemimo zacetna priblizka za niclo z; = 1 ter z, = 2. Sledi:

To —T1

T3 = Ty — f(l’g)m = ]_33,
_ _ T3 — T2 _
Ty = T3 f<x3)—f(1;3) _ f(gj'z) = ]_40,
Ty — X3
Ts =Ty — f(%)m = 141,
Tg = Ty — f(l’g,) 5 7 T = 1.41.

f(zs5) = f(za)
Postopek ustavimo, ko se neka vrednost ponovi dvakrat zapored. Tako smo dobili dobro
znani priblizek

V2~ 1.41.

Graficno pri sekanti metodi v vsakem koraku za naslednji priblizek izberemo presecisce
abscisne osi in sekante na graf skozi prejsnja priblizka.
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(12) Skiciraj naravna definicijska obmoc¢ja, nivojnice in grafe danih funkcij ter doloci njihove
zaloge vrednosti:

(a) f(z,y) =1log(16 — 2* —y*),
(b) f(z,y) = arcsin %,

(©) F(z,y) = \/sin(n /7 + 7).

Resitev: (a) Funkcija f(x,y) = log(16 — 22 — y?) bo definirana, ¢e bo izraz v oklepaju
pozitiven. To pomeni, da je

D; = {(z,y) € R*|16 — 2* — y* > 0}.
Definicijsko obmocje funkcije f je torej krog s srediséem v tocki (0,0) in s polmerom 4,
vendar brez robne kroznice.

Nivojnice funkcije f so mnozice oblike

flzy)=C,
pri razlicnih izbirah konstante C. Nivojnice funkcije dveh spremenljivk so ve¢inoma

krivulje, lahko pa vsebujejo tudi kaksno izolirano tocko. Konstante, katerih pripadajoce
nivojnice so neprazne, sestavljajo zalogo vrednosti funkcije f.
Nivojnice funkcije f zadoScajo enacbi:

In(16 — 2° — y*) = C,

16 — 2% — ¢? :ec,
22 +y? =16 — e°.

Vrednosti konstante C' lezijo na intervalu (—oo, log 16), kar pomeni, da je zaloga vrednosti
funkcije f interval Zy = (—oo0,log 16).
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Vidimo, da so nivojnice funkcije f kroznice s srediséi v tocki (0,0) in s polmeri R € (0,4)
ter izolirana tocka 7°(0,0). V tej tocki doseze funkcija f globalni maksimum.

Graf funkcije f skiciramo tako, da vsako izmed nivojnic dvignemo na ustrezno visino.

b) Funkcija f(z = arc sm £ bHo definirana, ¢e bo:
( y )

x#O,
1< ¥ <1
X

[z drugega pogoja dobimo, da za x > 0 velja —x <y < z,zaxr < 0 pa —x >y > x. Sledi
Di={(z,y) eR*’|(z>0N—z2<y<a)V(r<0Ax<y< -z}

Definicijsko obmocje funkcije f sestoji iz dveh kvadrantov, ki sta zarotirana za kot 7 glede
na standardne koordinatne kvadrante.
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Nivojnice so krivulje, ki zados¢ajo enacbi:

arcsin 2 = C,
x
Y _sin C,
x
y = (sinC)z.

Mozne vrednosti konstante C' lezijo na intervalu [—g %} Za vsak tak C' je ustrezna

)

nivojnica premica s smernim koeficientom sin C', vendar brez tocke (0,0).

A

Graf funkcije f skiciramo tako, da vsako izmed teh premic dvignemo na ustrezno visino.

(c¢) Funkcija f(z,y) = \/sin(wx/x2 + y?) bo definirana, ¢e bo sin(m+/2? + y?) > 0. To bo
res za

r=+a?+32€[0,1]U2,3|U[4,5]U... = J[2k 2k + 1.
k=0
Definicijsko obmocje je torej unija kolobarjev z notranjim polmerom r;, = 2k in z zunanjim
polmerom Ry =2k + 1 za k > 1. Pri k =0 dobimo krog s polmerom R = 1.
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Nivojnice so kroznice s srediséi v tocki (0,0) in s polmeri R, za katere je sin(rR) > 0.
Zaloga vrednosti funkcije f pa je Z; = [0, 1].

V tem primeru je graf funkcije f rotacijska ploskev, ki jo lahko narisemo takole:

- Nad abscisno osjo narisemo graf funkcije x — vsin 7x.

- Graf zavrtimo okoli navpi¢ne osi.

Poglejmo si Se skico.
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4 Odvod

(1) S pomocjo definicije odvoda izracunaj enacbo tangente na krivuljo y = sinz v tocki (0, 0).

Resitev: Tangenta na krivuljo v dani tocki je premica, ki se dotika krivulje v tej tocki.
Dobimo jo kot limito sekant skozi to tocko.

Sekanta skozi tocki z abscisama x in x + h na grafu funkcije f ima smerni koeficient

flo+h) = f(z)

ks =
h
Smerni koeficient tangente na graf funkcije v tocki z absciso x je potem limita teh
koli¢nikov b
b — lim LT )~ fz)
h—0 h

V naSem primeru je x = 0, od koder sledi
sinh

i LR = FO)
ST e

Tangenta gre skozi tocko (0,0), zato je njena zacetna vrednost n = 0, njena enacba pa

Y=z

Izra¢unaj odvode funkcij:

(a) h(x) = 32® + 3cosx + 2¢” — log m,
(b) h(z) = (" = 2)Va,

(¢) h(z) =zlogx,

() h() = =

(e) h(x) =tanzx

Resitev: Odvode naslednjih funkcij bomo izracunali s pomocjo tabele osnovnih odvodov
in pa s pomocjo pravil za odvod vsote, produkta in pa kvocienta funkcij:

(f+9)(x) = f(z)+d(2),
(f-9)(z) = fl(z)g(x) + f(x)g'(2),
([)’ (z) = L @9@) = f(2)g' (@)

g g(x)?

35



Prvi dve formuli veljata za poljubni odvedljivi funkciji f in ¢, pri tretji pa mora biti
funkcija ¢ nenicelna. Iz formule za odvod produkta in pa dejstva, da je odvod konstante
enak nic, sledi Se, da za poljuben ¢ € R in za poljubno odvedljivo funkcijo f velja

(c- f)(x) = cf'(x).

(a) Funkcija h(x) = 323 + 3cosx + 2¢* — log x je vsota elementarnih funkcij, njen odvod
pa je vsota odvodov posameznih ¢lenov

1
B (z) = 92 — 3sinz + 2 — e
(b) Funkcija h(z) = (2% —2)\/x je produkt funkcij f(x) = 2 —2 in g(x) = \/x. Z uporabo

formule za odvod produkta dobimo

‘ -

wlw
|

8
ol

h/(x):2x-\/5+(x2—2)-2 =

B
DO | Ot
8

(¢) Funkcija h(z) = xlogx je produkt funkcij f(z) = x in g(x) = logx. Sledi
1
W(z)=1-logx +x-—=logz+ 1.
T

(d) Funkcija h(z) = %5 je kvocient funkcij f(z) = x in g(x) = 1 —?, zato je njen odvod
enak ) )
h,(x)zl-(l—x)—x~(—2x): 1+ '
(1 —22)? (1 —22)?

(e) Funkcijo h(h) = tan z lahko zapisemo kot kvocient funkcij f(z) = sinx in g(x) = cos .
Torej je
W () = cosT - cosx —sinx - (—sinx) _ 1

cos? x cos? x’

[zracunaj odvode funkcij:

(a) h(z) =log(2x + 3),

(b) h(z) =e™,
(¢) h(x) = arctan %

Resitev: Pri tej nalogi se bomo naucili, kako se odvaja sestavljene funkcije. Pri tem
uporabljamo verizno pravilo

(fly(2))) = f(y(z)) - y'(2).
Krajse lahko to zapisemo v obliki (foy)' = f'(y) - ¢/. Funkciji f in y poskusamo izbrati
tako, da znamo vsako posebej odvajati s pomocjo tabele ali pa ostalih pravil.
(a) Vzemimo y = 2x + 3. Potem je h(z) =Iny, vy’ =2 in
,_ 2
2z + 3

W(z)=(Iny) =~y

1
Yy
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(b) Tokrat naj bo y = —z2. Sledi h(z) = ¢¥, ¢y = =2z in
W(z)= (") =¥ -y =—2ze™.

(c) Sedaj vzemimo y = 1. Sledi h(z) = arctgy, ¥ = —=% in

, 1 -1 1
R T

W(x) = (arctgy) =

(4) S pomocjo logaritmiranja izrac¢unaj odvoda funkcij:

(a) hz) = (sinz)*=*,

Resitev: Funkcije oblike h(z) = f(x)9®) odvajamo tako, da jih najprej napisemo v obliki
h(z) = e9(@)log f(z)

in nato odvajamo z uporabo veriznega pravila.

(a) Odvod funkcije h(z) = (sinx)°®? = ecoszloslsine) jo

() = ew71986m2) | (cos xlog(sin ) = (sin )% (— sin z log(sin ) 4 <L)

sin x

(b) Odvod funkeije h(z) = (12)" = €T je

W (z) = T log (1) + 2 —b— - B=2) = (+2)7 (log(+2) + L),

1+ l—kix (14x)2 1+ 1+ 1+
O
. .o . . . . . . Tr__,—T . xr —x
(5) Hiperbolic¢ni sinus in kosinus sta definirana s predpisoma shz = “=— in chz = %

[zracunaj odvoda njunih inverznih funkcij arsh in arch.

Resitev: Grafa hiperbolicnega sinusa in kosinusa sta na spodnji sliki.

A Y y

Hiperboli¢ni sinus je liha funkcija, hiperboli¢ni kosinus pa soda in povsod pozitivna.

Vzemimo sedaj poljuben x € R. Potem velja

2z 2 —2x 2x_2 —2x
ch2x—sh2:c:6 —|—4+e _ £ 4+e =1.
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Ta formula je analog formule cos? x + sin? z = 1, ki velja za obi¢ajna sinus in kosinus. Od

tod sledi:
chz =1 +sh’z,
shx = +vch?z — 1.
Izkaze se, da sta inverza hiperboli¢nega sinusa in kosinusa podana s predpisoma:

arshz = In(z + Va2 + 1),
archz = In(z + Va2 —1).

Odvoda teh dveh funkcij bi lahko izra¢unali z odvajanjem teh dveh predpisov, namesto
tega pa bomo uporabili formulo za odvod inverzne funkcije. 7 odvajanjem enakosti
F7Y(f(z)) =z dobimo (f~!)" -y’ =1, kjer je y = f(x). Od tod dobimo formulo

1
(@) = ———.
U= )
Vidimo, da moramo najprej izracunati odvoda hiperboli¢nega sinusa in kosinusa. Velja:
(sha) = % = chuz,
(chz) = € % —ha
2
Od tod sedaj dobimo
1 1 1

(arsha) =

ch(arshz) \/1—|—sh2(arshx) Vit

Podobno lahko izpeljemo, da velja

archz) = ——.
( ) ——

Funkcija arsh je liha, zvezna in narascajoca bijekcija iz R v R.

Ay

Funkcija ch : R — R je soda, njena zozitev na interval [0, 00) pa je injektivna. Njen inverz
arch je definiran na intervalu [1, 00).

y
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(6) Dokazi, da funkcija
1
f(x) = arcsin (m)

ni odvedljiva v tocki x = 0.

Regitev: Odvod funkcije f(x) = arcsin () je:

) 1 I 1 (—2z)
fz) = ’ 2 | — ' 22’
(=) 1_( 1 )2 (1+x) 1_( 1 )2 (1+ 22?)

T+aZ T+a?
B 1 (—2x) 1 (—2x)
O+ 221 142 atr 22 142
—2x

(1+22)|z[vVa? +2

Razlog, da funkcija f ni odvedljiva, je faktor |z| v imenovalcu. Ko se namreé priblizujemo

k 2 =0 z leve, je |z| = —x, zato je
—2x —2x
lim f'(z) = lim = lim = 2.
20— (@) =0~ (1 4+ 2?)|x|vVa?2 +2  2=0- (1 4+ 22)(—x)Va? +2

Ko pa se priblizujemo k z = 0 z desne, pa je |z| = z in

—2x —2x
lim f'(z) = lim = lim = /2.
a0+ f@) =0t (14 22)|x|Va? +2  «=0t (1 4+ 22)zva? + 2

To pomeni, da ima funkcija f v tocki x = 0 razliéni levo in desno tangento.

3 2 1 t 1 2 X

Hm h = Jm h

Z uporabo L’Hospitalovega pravila pa se ta limita prevede na limito, ki smo jo racunali v
nalogi. ]

(7) Izracunaj parcialna odvoda naslednjih funkcij:

(a) f(z,y) =2"+y,
(b) f(x,y) = log(xlog(y)).
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Resitev: Parcialne odvode racunamo podobno kot navadne odvode, le da moramo paziti,
po kateri spremenljivki odvajamo. Kadar odvajamo po spremenljivki x, si mislimo, da je
y konstanta in obratno.

a) Parcialna odvoda funkcije f(z,vy) = 2 + y sta:
(a)

of
o
of

(b) Parcialna odvoda funkcije f(z,y) = log(zlog(y)) sta:
of _ logy) 1

or  rlogly) =
or __ty 1
Oy  wlog(y) ylog(y)

(8) Dana je funkcija dveh spremenljivk f(z,y) = 2%y.
(a) Izrac¢unaj parcialna odvoda g—i in g—i v tocki (1,1).
(b) Izracunaj smerni odvod funkcije f v poljubni smeri v tocki (1,1). V kateri smeri je
najvecji?
(¢) Skiciraj nivojsko krivuljo skozi tocko (1,1) in gradient v tej tocki. V kaksni smeri

kaze gradient glede na nivojsko krivuljo?

Resitev: (a) Parcialna odvoda funkcije f(z,y) = 2%y sta % = 2zy in g—g = 2%, V tocki
(1,1) tako dobimo:

of B
ax(l’ 1) - 27
of B
a_y(l’l) = 1.

(b) Parcialna odvoda geometri¢no interpretiramo na naslednji nacin. Ce graf funkcije f
presekamo z ravnino, ki poteka skozi tocko (1,1) in je vzporedna x-osi, dobimo krivuljo
2 = 22. Koeficient tangente na to krivuljo je potem parcialni odvod po spremenljivki .
Parcialni odvod po x nam torej pove, kako strm je graf v z-smeri.

Y

40



Ce graf presekamo z ravnino, ki je vzporedna y-osi, pa dobimo krivuljo z = y. V tej smeri
dobimo kar premico, ki sovpada s svojo tangento.

Strmino grafa v smeri, ki oklepa kot ¢ z x-osjo, pa dobimo po formuli
fo= g—icosgb—l— g—isingb.

V nasem primeru je
fs(1,1) = 2cos ¢ + sin ¢.

Graf je najbolj strm v smeri gradienta

of 0
grad f = (6_£’8_£) =(2,1).

(¢) Vrednost funkcije f v tocki (1,1) je enaka f(1,1) = 1. Nivojnica skozi tocko (1,1) je
torej krivulja f(x,y) = 1 oziroma
1

y:P'

Vidimo, da je nivojnica pravokotna na gradient.

gradient

X

V splosnem gradient kaze v smeri najhitrejSega narascanja funkcije, na nivojnici pa se
vrednost funkcije sploh ne spremeni. Ti dve smeri sta zmeraj pravokotni. O

[zracunaj gradienta naslednjih funkcij:

@ fe) =

(b) flz,y) = (x+y)e ™Y,

Resitev: Gradient funkcije dveh spremenljivk f je vektorsko polje

of of
df= (%21
grac/ <6x’ ay)
. .o o 1 s .
(a) V primeru funkcije f(x,y) = g7 e
of 2w
or (224 9y2)?’
of .
oy = R
od koder dobimo ) )
x Yy
v = (- - .
gredV ( (22 +y2)?" (22 +y2)2>

41



(10)

(b) Parcialna odvoda funkcije f(x,y) = (x 4+ y)e * ¥ sta:

0
8_£ =e "V —(z4ye " V=(1—-z—y)le Y,
0
a—JyE =e " V—(z4yeV=(1—-x—y)le Y.
Torej je
gradV = ((1—z—y)e " (1—z—ye ).
O
S pomocjo L'Hospitalovega pravila izracunaj limite funkcij:
e’ —1
(2) 1 220 log(x + 1)’
(b) lim z"logx, n € N,
r—0+
(¢) lim z"e™® n €N,
T—00

Resitev: S pomocjo odvoda lahko na preprost nacin izracunamo kaksne limite, ki se sicer
izkazejo za trd oreh. To nam pride prav pri Studiju asimptotskega obnasanja funkcij.

L’Hospitalovo pravilo: Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici tocke xg (razen

morda v zy) in naj gresta obe hkrati proti 0 ali pa obe hkrati proti o0 pri x — . Ce
obstaja limita lim ! ,(x), obstaja tudi limita lim 1@ i1 obe limiti sta enaki.
T—T0 9 (x) T—T0 g(z)

Pravilo velja tudi za enostranske limite in limite v neskonénosti.

et —1 e*
a) lim —— = lim — = 1.
( ) z—0 log(]; + 1) z—0 mLH
1 1 1
(b) lim z"logx = lim 8% _ lim — = =——lim 2" =0.
z—0+ e—0+ " zs0f —pr" n z—0+
n n—1 -1 n—2 |
(c) lim 2"e™® = lim — = lim — :limuz-uzlimizo
T—00 r—oo et rz—o00 et T—00 et r—o00 et
lim zlogz
(d) lim 2* = lim e*'8% = e==0+" " =1 (Zadnja enakost sledi iz limite (b)).

rz—0+ rz—0+
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(11) Skiciraj graf funkcije f(x) = xlog®z (dolo¢i definicijsko obmogje, ni¢le, asimptote, limite
na robu definicijskega obmocja, tangente na robu definicijskega obmocja, lokalne ekstreme,
prevoje, intervale naras¢anja in padanja ter intervale konveksnosti in konkavnosti).

Resitev: Pri skiciranju grafov funkcij so nam v pomo¢ naslednji podatki, ki jih lahko
predhodno izracunamo:

- definicijsko obmocje, nicle, poli, limite na robu definicijskega obmocja, asimptote,
- stacionarne tocke, intervali narascanja in padanja, tangente na robu definicijskega obmocja,

- prevoji, intervali konveksnosti in konkavnosti.

e Funkcija f je definirana na Dy = (0, 00) in ima ni¢lo v tocki = 1. Limiti na robovih
definicijskega obmocja pa sta:

. . In?z . 21nx-% . 2Inz . % )
lim f(z) = lim —— = lim ———* = lim —— = lim 4+ = lim 2z =0,
z—0+ z—0+ = z—0+ — =5 z—0+ —= z—0+ = z—0+
x X xX x

lim f(x) = lim zln*2 = co.
T—r00 T—00

e Odvod funkcije f je enak

1
fl(z) =’z +2-2lnz- - =lnz(nz+2).
x
Torej je funkcija f naraséajoca na (0,e72) U (1,00) in padajoca na (e72,1). V tocki
r = e 2 ima funkcija f lokalni maksimum, v tocki z = 1 pa lokalni minimum. Velja

. / 1 _
xlg&f (x) = xlg& Inz(lnz 4 2) = oo,

od koder sklepamo, da ima graf funkcije f v tocki x = 0 navpicno tangento.

e Drugi odvod funkcije f je enak

1 2 2
f(x)=2Inz-—+===(Inz +1).
r x T

-1

Od tod sledi, da je funkcija f konveksna na (e™!, c0) in konkavna na (0,e™!), v tocki

r = e~ ! pa ima prevoj.

0.8

lokalni maksimum

06

L Py L
05 10 15

lokalni minimum

\l

-02
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(12) Z uporabo diferenciala priblizno izrac¢unaj naslednje vrednosti:

(a) 1.03°,
(b) €2,
(c) v0.97.

Resitev: Naj bo f funkcija, katere vrednost znamo natancno izracunati v tocki x = a. S
pomocjo diferenciala lahko potem priblizno izracunamo vrednosti funkcije f za x blizu a
z uporabo formule

f(z) = fa) + f(a)(z — a).
Geometri¢no gre pri tem za aproksimacijo grafa s tangento na graf v tocki x = a.

(a) Izberimo funkcijo f(z) = x°. Njen odvod je f'(x) = 5z*. Natanéno znamo izracunati
vrednost funkcije f v tocki @ = 1, zanima pa nas vrednost funkcije f v tocki z = 1.03. Z
uporabo diferenciala dobimo

1.03° ~ f(1) + f/(1)(1.03 —=1) = 1+ 5-0.03 = 1.15.

Natan¢na vrednost je 1.03° = 1.1593.

(b) Sedaj izberimo f(x) = e* in @ = 0. Zanima nas vrednost funkcije f v tocki x = 0.2.
Iz f'(z) = e* sledi

¥~ f(0)+ f(0)(02—0)=1+1-02=1.2.

Natanéna vrednost je e¥? = 1.2214.

(¢) Sedaj naj bo f(r) = y/x in a = 1. Radi bi izracunali vrednost funkcije f v tocki
x = 0.97. Odvod funkcije f je f'(z) = ﬁ, zato je

1
V0.97 ~ f(1) + f(1)(0.97—1) =1+ 3 (—0.03) = 0.985.
Natancna vrednost tega korena je 1/0.97 = 0.9849. O

(13) (a) Izracunaj Taylorjev polinom reda 2 funkcije f(x) = cosx okoli tocke z = 0.

- . . . 2 .
(b) Kaksno napako naredimo pri aproksimaciji cosz ~ 1 — %, ¢e je |v| < %?

Resitev: (a) Poljubno n-krat odvedljivo funkcijo f lahko v okolici tocke a aproksimiramo
s Taylorjevim polinomom reda n, ki je definiran s predpisom

"L k(g (g ") (q n
Tox) = 3 200 @ — a)f = fa) + f(a)(x — a) + L0 — ) 4.+ L0 ().
k=0

Ce vzamemo samo prva dva ¢lena, dobimo aproksimacijo funkcije s tangento v tocki z = a,
medtem ko prvi trije ¢leni dolocajo kvadratno parabolo, ki najbolje aproksimira funkcijo

f v tocki a.
Vzemimo sedaj f(z) = cosz. Potem je f'(x) = —sinz, f’(z) = — cosz in zato
2
x



(14)

(b) Po Taylorjevem izreku lahko napako R,(z) aproksimacije f(z) ~ T,(x) ocenimo z
izrazom

R, < (D) gy 221
Rl < o 1100

kjer je I(a,x) interval med a in z.

Radi bi ocenili napako pri aproksimaciji funkcije cos v okolici (—%, %) tocke © = 0 s
Taylorjevim polinomom reda 2. Ker je f”(x) = sinz, je

< vin (;) NONPRY

sin(t) 3

|Ry(z)| < max
Itl<3

Pri tem smo uporabili oceno sint < ¢, ki velja za vse t > 0.

Opomba: Taylorjev izrek nam zagotavlja, da bo napaka pri aproksimaciji manjsa od

& ~ 0.01. Vendar pa je to samo ocena za zgornjo mejo napake. V nasem primeru je za

96
1 z2

|z| < 5 napaka pri aproksimaciji cosz ~ 1 — % manjSa od 0.0026. Vidimo torej, da je

lahko dejanska napaka precej manjsa od ocene, ki jo dobimo s Taylorjevim izrekom. [
[zracunaj enacbo tangente na krivuljo 5z% — 6zy + 5y* = 16 v tocki (2,2).

Resitev: Véasih imamo zvezo med odvisno in neodvisno spremenljivko podano z implicitno
enacho. Ker je eksplicitno izrazavo naceloma tezko poiskati, lahko odvod izracunamo
posredno z odvajanjem enacbe.

V nasem primeru z odvajanjem enacbe 5x? — 6zy + 5y* = 16 po = dobimo:

10x — 6(y + zy') + 10yy’ = 0,
y'(10y — 6x) = 6y — 10z,
y = 3y — 5w
5y — 3z

V tocki (2,2) je torej ¥/ = —1, enacba tangente pa je
y=—o+4

Da se pokazati, da enacba 522 — 62y + 5y? = 16 doloca elipso s polosema v/2 in 2v/2 v
smeri simetral kvadrantov. Tocka (2,2) je eno izmed temen elipse.
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(15) Z uporabo Newtonove metode poiséi stacionarno tocko funkcije f(x) = 2% + sinz na tri
decimalke natancno.

Resitev: Funkcija f je definirana na celi realni osi. Njen graf oscilira okoli grafa kvadratne
parabole y = x2.

AY

S % EA 1 2
lokalni minimum

<Y

1k

Lokalni minimum je v tocki, ki zados¢éa enacbi f'(x) = 2x + cosz = 0. Te enacbe ne
znamo natancno resiti, zato bomo priblizek resitve poiskali z Newtonovo metodo.

Newtonova metoda:

Ce resujemo enacbo g(x) = 0, kjer je g odvedljiva funkcija, lahko priblizek resitve poiséemo
z naslednjim algoritmom:

- izberemo zacetni priblizek x,

9(y,)
()’

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo zeljene natancnosti.

- induktivno ra¢unamo x,,1 = x, —

Q

V nasem primeru je g(x) = f'(z) = 2z 4 cosz in ¢'(x) = 2 — sinx. Vzemimo zacetni
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priblizek z¢y = 0 in rac¢unajmo:

o = o — A7) 500,
(@o)
vy =y — I _ o451,
g'(x1)
T3 = T — g,m) — —0.450,
9'(x2)
Ty = T3 — g/(333) = —0.450
9'(x3)
Vidimo, da se za¢nejo vrednosti ponavljati, zato je x = —0.450 priblizek za stacionarno

tocko.

Opomba: Newtonova metoda praviloma konvergira hitreje kot bisekcija, a véasih ne deluje.
Problem se namreé pojavi, kadar je za neki priblizek xj vrednost f’(z) blizu 0. V taksnem
primeru je naslednji priblizek zj,; lahko zelo slab.

Ce funkcija f ni odvedljiva, ali pa je odvod tezko racunati, lahko uporabimo sorodno
sekantno metodo. Postopek je isti, le da uporabljamo rekurzivni korak

Tp — Tpn—1
f(l'n) - f(xn—l)’
ki je odvisen od predhodnih dveh ¢lenov. O

Tnt+1 = Tn — f(xn)

(16) Hodnik sirine a = 1m se nadaljuje pravokotno v hodnik sirine b = 2m. Kako dolga sme
biti lestev, da jo bomo Se lahko prenesli vodoravno okrog kolena?

Resitev: Poglejmo si tloris hodnika.

Lestev zelimo zavrteti iz navpicne v vodoravno lego. Da bi jo lahko zavrteli do kota ¢,
bo morala biti lestev krajSa kot najdaljsa daljica, ki jo Se lahko pod kotom ¢ vértamo v
hodnik. Dolzina te najdaljse daljice je enaka

a b
d9) = cos ¢ + sing’
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Lestev bomo lahko prenesli okrog kolena, ¢e bo njena dolzina krajsa od vseh moznih
vrednosti d(¢) za ¢ € (0, ). Iscemo torej minimum funkcije

d: (o, f) SR
2
Pois¢imo stacionarne tocke.

asing  bcoso
cos?¢  sin?¢

d(¢)=0 sin’ ¢ _b = tgqﬁ:i/g

cos®¢  a

d'(¢) =

Sledi

Funkcija d ima torej eno stacionarno tocko ¢y = arctg {’/g . 7 analizo predznaka odvoda

ugotovimo, da funkcija d pada na (0, ¢y) in narasca na (¢, 7). Od tod sledi, da doseze d
v tocki ¢g globalni minimum. Poleg tega velja Se ¢lir(r)1 d(¢) = o0 in (blim d(¢) = oo.
—0+ — 5=

Izracunajmo sedaj Se vrednosti d(¢g). Najprej velja

1
=V1+tg? gy =1/ 1+b5a"5.

cos gy

Od tod dobimo:

dgo) = — + -0

cosdy  singg’

1 ( L b )

= a s
€os ¢ tg o

=\1+ bia~s <a + b%a%>,
=1+ b%a_§a<1 + b%a’%>,
+ b%a%) ,
+b3)2.
Okrog kolena lahko torej prenesemo lestve, ki so krajse od (a% + bg) . Ce vstavimo
podatke, dobimo, da sme lestev biti dolga najve¢ d = 4.16m. O

~
wln —
wln
Nl
Nlw

—~
Q

(S]]
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(17) Poisci premico, ki po metodi najmanjsih kvadratov najbolje aproksimira tocke (—2,2),
(_17 1)7 (07 1) in (170)

Resitev: V praksi se pogosto srecamo s problemom, ko moramo dane podatke opisati s
funkcijsko zvezo. V kolikor domnevamo, da je ta zveza linearna, lahko poistemo premico,
ki se po kriteriju najmanjsih kvadratov najbolje prilega podatkom.

Recimo, da imamo tocke Ti(x1,41), To(xa,y2), ..., Tn(Tn,yn) v ravnini, ki bi jih radi
aproksimirali s premico y = kx +n. Za mero za kakovost aproksimacije vzamemo funkcijo

dveh spremenljivk

d(k,n) = (yi — (kxi +n))*.

=1

Dolocena je z vsoto kvadratov vertikalnih odmikov danih tock od premice. Ce vse tocke
lezijo na dani premici, je d = 0, sicer pa je d neko pozitivno stevilo. Nasa naloga bo najti
minimum funkcije d.

Ce vstavimo koordinate danih §tirih tock, dobimo

dk,n) =2 (—2k+n))*+ (1 — (=k+n))*+ (1 —n)*>+(0— (k+n))?
= 6k? + 4n? — 4kn + 10k — 8n + 6.

Stacionarne tocke funkcije d so resitve sistema enacb:

od

%(kan) - O,
od

Parcialna odvoda funkcije d sta g—‘]f =12k —4n + 10 in % = 8n — 4k — 8. Od tod dobimo
sistem enacb

6k — 2n = —5,
—k+2n =2,
ki ima reSitev k = —% inn = %. Iz narave problema je jasno, da je v tej stacionarni tocki

minimum funkcije d. Premica, ki najbolje aproksimira dane tocke je torej premica
y=-3z+ L.

Poglejmo se skico.

Y
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(18)

Opomba: Na podoben nacin lahko izpeljemo naslednji algoritem za iskanje premice, ki po

metodi najmanjsih kvadratov najbolje aproksimira dane tocke.

Najprej moramo izra¢unati naslednja povprecja:

f:%;myzégyx_y:%;wyFZ%;xz

Premica, ki se najbolje ujema z danimi tockami, ima potem enacbo y = kx + n, kjer je

W kit )
12 — 72
n =1y — kZ.

]

Pravokoten karton s stranicama dolzine a in b prepognemo na razdalji x vzdolz obeh
daljsih stranic za kot ¢. Doloc¢i z in ¢ tako, da bo volumen dobljenega telesa maksimalen.

Resitev: Ko prepognemo karton, dobimo telo v obliki zleba, ki v prerezu izgleda kot unija
pravokotnika in dveh trikotnikov.

X a X

X a X

Volumen telesa v odvisnosti od spremenljivk x in ¢ je enak
V(z,$) = (a — 2z)xsin ¢ b+ x*sin ¢ cos P b.
Parcialna odvoda funkcije V' sta:

Ve = (a—42)sin¢ b+ 2xsin ¢ cos ¢ b,
Vs = (a —2x)z cos b + 2%b(cos? ¢ — sin’ @),

kar pomeni, da stacionarne tocke funkcije V' zadoscajo sistemu enacb:

sin b(a — 4z + 2z cos ¢) = 0,
zb((a — 2x) cos ¢ + x(cos® ¢ — sin® @)) = 0.

Ker je b # 0, bo prvi enachi zadoscéeno, ¢e velja sing = 0 ali @ — 4o + 2xcos¢p = 0. V
primeru, ko je sing = 0, je V = 0, zato gre za minimum. Zato nas zanima primer, ko je
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a —4x + 2x cos ¢ = 0. Podobno dobimo minimum tudi, ko velja x = 0 v drugi enacbi. Za
izracun maksimuma funkcije V' moramo torej resiti sistem enacb:

a —4x + 2z cos ¢ = 0,
(a — 2x) cos ¢ + x(cos ¢ — sin® ¢) = 0.
Iz prve enacbe lahko izpeljemo, da je
a
=2—-—.
cos ¢ 5

Ko to vstavimo v drugo enacbo, dobimo:

(a—2x)(2—%>+x(2<2—%)2—1) — 0,

2 4 2
2a—4x—;—+a+$<7——a+a—) =0,
x

x 22

3r —a =20,

a

r=—.

3

Prix = £ je ¢ = Z. Volumen dobljenega telesa bo torej maksimalen, ko bo:

a
r=—
3 )
7
o=7.

Z uporabo totalnega diferenciala priblizno izracunaj naslednji vrednosti:

(a) 1.0210g(0.98),
(b) sin(0.1)e %2

Resitev: Podobno kot pri funkcijah ene spremenljivke, lahko z diferencialom priblizno
racunamo tudi vrednosti funkcij dveh spremenljivk. Velja namrec

f(l'a y) ~ f(a7 b) + fx(aa b)(l‘ - CL) + fy(aa b)<y - b)
Geometri¢no gre za aproksimacijo grafa s tangentno ravnino na graf v tocki (z,y) = (a,b).

(a) Izberimo funkcijo f(z,y) = xlogy. Njena parcialna odvoda sta f, =logy in f, =
Izberimo x = 1.02, y = 0.98 ter a = b = 1. Z uporabo diferenciala potem dobimo

1.0210g(0.98) &~ f(1,1) + f(1,1)(1.02 — 1) + f,(1,1)(0.98 — 1) = —0.02.

z
)

Natan¢na vrednost (zaokrozena na stiri decimalke) je 1.0210g(0.98) = —0.0206.

(b) Sedaj izberimo f(x,y) =sinze’ in a = b = 0. Potem je f, = cosze! in f, = sinxeY
ter

sin(0.1)e™%% = £(0,0) + £.(0,0)(0.1 — 0) + £,(0,0)(=0.2 — 0) = 0.1.

Natan¢na vrednost (zaokroZena na §tiri decimalke) pa je sin(0.1)e %2 = 0.0817. O
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5 Integral

(1) Izracunaj nedolocene integrale s pomocjo substitucije:
(a) /(5 —22)% du,
dx
b o
o [ oy
2z
© [ e
dz
d :
(d) / xlogx

Resitev:
(a)/(5 9 dy -
Vzemimo novo spremenljivko ¢t = 5 — 2x. Sledi dt = —2dx in

/(5 —2z)" do = —% /t9 dt = =t 1 O = — (5 — 20)"° + C.

20 20
dx
b :
( )/x2+9

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = £. Potem je di = dgx in

1 1 1 1 [ 1 1 z
de == | ——dz == dt = - arctan = + C.
/x2+9 ! 9/(§)Q+1 ! 3/t2+1 garctang +C

Opomba: Na podoben nacin lahko izracunamo, da za vsak a > 0 velja

1 1
/—dx:—arctanz—i-c.
a

22 4 a? a

2z
(c)/z2+4d:c.

Uvedimo novo spremenljivko ¢ = 2% 4 4. Sledi dt = 2z dz in

2z dt 9
/x2+4dx—/7—log|t|+0—log\x +4|+ C.

g'(x)
g(z)
primerih uvedemo novo spremenljivko v = g(x) (sledi du = ¢'(x)dx), da dobimo

/f(x)d:c:/gg/((j)) d:C:/%:log|ul+C:10g|g(x)]+C.

Opomba: Véasih integriramo funkcije oblike f(x) = , kjer je g neka funkcija. V takih
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(d)/xlc(i)z;x :

Pri racunanju bomo uvedli novo spremenljivko ¢ = log x.

d dt
xlogx t

Izracunaj nedolocene integrale s pomocjo integracije po delih:
(a) /xQ log x dx,
(b) / arc tan  dz,

(0) / e da.

Regitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udv:uv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri v in dv ravnamo po nacelu:

- ... funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

~dv ... izraz, ki ga znamo integrirati.

(a)/x2 log z dx :

dx

Vzemimo u = log x in dv = 22 dz. Sledi du = “inov= % Tako dobimo

3 2 3 3
/x2logxdx:%logac—/%dx:%logx—%+0.

(b) /arc tan x dx :

Funkcijo arctanz bomo odvajali, izraz dx pa integrirali. V dobljenem integralu bomo
nato uvedli novo spremenljivko ¢ = 22 + 1. Sledi

x 1 [dt
arctanx dr = rarctanx — dr =zarctanx — = [ —,
x2+1 2 t

1
=garctanx — §1n|:):2 + 1]+ C.
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(c)jfzﬁewzdx;

Tokrat najprej vzemimo novo spremenljivko ¢ = 22, nato pa $e integriramo po delih

1 1 1 1
/I3€x2d$:§/t6tdt:§ (tet—/etdt> :§(tet—et)+C':§ex2 (a:2—1)+C'.

]

Izracunaj nedolocena integrala racionalnih funkcij:

4r —1
(2) /(x—l—?)(x—l) dr,
(b) /L@"“dx

3+ 222+ x

Resitev: Za integracijo racionalnih funkcij imamo na razpolago algoritem, ki nas vedno
(z ve¢ ali manj truda) pripelje do rezultata. Praviloma integriramo racionalne funkcije s
pomocjo razcepa na parcialne ulomke:

r(z)
q(z)’

- S pomocjo deljenja zapisemo racionalno funkcijo v obliki R(z) = p(x) + kjer je
polinom 7 nizje stopnje kot polinom gq.

- Polinom ¢ razcepimo na produkt linearnih faktorjev in pa nerazcepnih kvadratnih
faktorjev. Omejili se bomo na primere, ko nerazcepnih kvadratnih faktorjev ne bo.

- Funkcijo % zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov s pomocjo nastavkov
1 A A A
-~ ! + 2 s+t —kk
(x —a) r—a (r—a) (x —a)

- Integriramo vsak parcialni ulomek posebej.

4dr — 1
(@/kx+m@_1f”‘

Najprej bomo razcepili racionalno funkcijo na parcialne ulomke:

4r —1 A B Alx—1)+ B(r +2)
Gt —1 7242 21 @ +d@-1
w(A+B)+2B-A
(2 +2)(z 1)

S primerjavo koeficientov polinomov v Stevcu pridemo do sistema dveh enach za dve
neznanki:

A+ B =4,
—A+2B=—1,
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ki ima reSitev A =3 in B = 1. Tako dobimo

dor — 1 3 1
/(:z:+2)(x—1)dx /(:c—i—2+:z:—1> dr = 3loglx + 2| +log|z — 1|+ C

24 +1
b) | ————d
()/x3+2x2+x *

Razcep na parcialne ulomke se glasi:

> +r+1 ?+rx+1 A B C
B2tz x(r+1)2 :;+x+1+ (x +1)%
Az +1)*+ Bz(x+ 1)+ Cx
z(x 4 1)2 ’
22(A+B)+2R2A+B+C)+ A
z(r +1)2 '

Od tod dobimo sistem treh enac¢b za tri neznanke:

A+ B=1,
2A+B+C =1,
A=1,

ki ima resitev A =1, B=0in C' = —1. Sledi

4+ r+1 1 1 1
T = [ (e —— ) dr =1 .
/$3+2x2+:p v /(93 (:U+1)2) ’ og|x|+x+1—|—

[zracunaj ploscine likov, ki jih omejujejo dane krivulje:

(a) y = zsinx in y = 0 na intervalu [0, 7],
M) y=2"+2riny=21x+2,
(c)y —2:c+11ny_a:—1
(d)y

2, 00).

Regitev: Ploscina lika, ki lezi med grafoma funkcij y = f(x) in y = g(x) na intervalu [a, 0],
je enaka

5= [ lota) ~ fla)) de

Pri tem vzamemo za g funkcijo, katere graf omejuje lik od zgoraj, za f pa funkcijo, katere
graf omejuje lik od spodaj. V nasprotnem primeru bi dobili negativno vrednost ploscine.

(a) Najprej si poglejmo lik pod grafom funkcije g(z) = x sinz na intervalu [0, 7].
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—osL

Za izracun njegove plos¢ine bomo funkcijo g integrirali po delih. Oznac¢imo u = z in
sinz dx = dv. Potem je du = dx in v = — cos x, kar nam da

™ ™

iy
+/ cosrdxr =7 +sinx| = .
0

v
S:/ rsinzdr = —xcoszx
0 0

0

(b) Sedaj iscemo ploscino lika med parabolo f(x) = 2% + 2z in premico g(x) = x + 2.

A

©
T

T1(1,3)

s )

=N

oL

24+ 2r =142,
4+ —-2=0,
(x—1)(z+2)=0.

moramo torej integrirati funcijo g — f na intervalu [—2, 1]:
1
S = / ((z +2) — (2% + 22)) du,
—2
1
:/ (—I2—1’+2) dz,

x x?
AL
2—1— x>
)

(%
(4o 5e9)

(c¢) Lik je omejen s premico in s parabolo. Da bi izra¢unali njegovo ploséino, bomo
integrirali po spremenljivki y na intervalu y € [—1,3]. Leva in desna robna krivulja

nasega lika imata v tem primeru enacbi z(y) = % oziroma x(y) =y + 1.

1
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Sledi:

(d) Lik pod grafom funkcije f(z) = —— na intervalu [2,00) je neomejen. V taksnem

primeru moramo za izra¢un njegove plosc¢ine uporabiti izlimitirani integral

Sz/oof(x)dx: lim tf(:v)dx.
2 t—=oo Jo

Za izracun nedoloCenega integrala funkcije f jo moramo najprej razcepiti na parcialna
ulomka
1 1 1
2—1 2\z—-1 z+1)’
od koder sledi

dx 1 1 1 1 1
[ =5 [ (55 - ) do = 5 gl — 1l —loglo + 1)+C = S 1og

Ploscina danega lika je tako enaka

xr —

z+1

t
1l' |
= 11m (0]
x4+ 1 gt+1 3

o 2t—>oo
2

o 1
S:/ f(z)dz = lim = log
2 t—o00 2

3:—1‘

t—1 1 log 3
—‘—logl):——logl: 082

Dani lik ima torej kon¢no plos¢ino, ¢eprav je neomejen. Ni pa to zmeraj res.

y
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(5) Izracunaj volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f(z) = sinx na intervalu [0, 7]
zavrtimo okoli abscisne oziroma ordinatne osi.

Resitev: Pri vrtenju loka sinusoide okoli abscisne osi dobimo naslednje telo.

10-

Volumen vrtenine, ki jo dobimo pri vrtenju grafa funkcije f okoli osi x na intervalu [a, b],
je enak

Vv :W/abf(x)Qd:c.

V nasem primeru tako dobimo

3 9 21— cos2z r  sin2z) |’
V=n sin“xdr =m ——dx =7 = — =
0 0 2 2 4

0

El

12

Pri vrtenju danega loka okoli ordinatne osi dobimo malce drugac¢no telo.

Volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e lik pod grafom funkcije f na intervalu [a, b] zavrtimo
okoli ordinatne osi, je enak

b
V= 27r/ xf(x)dx.
Od tod sledi

(VB
El

V:27r/ zsinzdr = 2r(—zcosx +sinx)|
0 0

I
=3
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(6) Izpelji formulo za dolzino loka krivulje y = f(x) na intervalu [a, b] in nato izra¢unaj dolzino
loka astroide z3 +y3 = 1 na intervalu [0, 1].

Resitev: Zaceli bomo z izpeljavo formule za dolzino loka krivulje y = f(x) na intervalu
[a,b]. Osnovni interval [a, b] najprej razdelimo na nekaj enakih delov in lok nad vsakim
izmed teh delov nadomestimo z ravno ¢rto.

yA

f(b)

Na ta nacin smo lok aproksimirali z lomljeno érto. Ce vzamemo veé delilnih tock, bomo
dobili ¢edalje boljse aproksimacije loka. S pomocjo Pitagorovega izreka dobimo, da je
dolzina ene ¢rte enaka

ds = \/dx? +dy? = |1+ (dy) dx.

dx

Pri ¢edalje finejsih delitvah lahko uporabimo aproksimacijo f'(z) =~ g—:yc, vsoto dolzin teh

¢rt pa lahko nadomestimo z integralom. Torej je dolzina loka enaka
b
= / V1+ f'(x)?de.

Astroida x5 + y3 = 1 je krivulja, ki omejuje telo v obliki zvezde. Od tod je tudi doblla
ime. Geometricno jo lahko dobimo s kotaljenjem male kroznice s polmerom r = po
notranji strani velike kroznice s polmerom R = 1.

y
1

Eksplicitno jo lahko izrazimo kot graf funkcije
fla) = (1 - )2,

99



Ker je odvod funkcije f enak

Wl

fl@) = —(1—ad)2a™s,

velja

i

V1+ f'(z) :\/1+(1—x§)x_% x5,

Dolzina loka astroide na intervalu [0, 1] je torej enaka

1 1
l:/ r 3 dx =
0

21
3 —

xz

3
0o 2

NN GV

O
Izpelji formulo za povrsino plasca vrtenine, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije y = f(x) na
intervalu [a, b] zavrtimo okoli abscisne osi. Nato izrac¢unaj povrsino plasca vrtenine, ki jo

dobimo, ¢e graf funkcije f(x) = 2y/x na intervalu [0, 3] zavrtimo okoli abscisne osi.

Resitev: Spet vzemimo krivuljo y = f(z) in jo rotirajmo okoli osi x na intervalu |a, b].

x

Krivuljo y = f(z) bomo, podobno kot pri izra¢unu dolzine loka, aproksimirali z lomljeno
¢rto. Pri rotaciji te lomljene ¢rte okoli abscisne osi bomo dobili telo, katerega plasc je
sestavljen iz n plascev prisekanih stozcev.

. . . ce 2 . .. .
En tak prisekan stozec ima Sirino ds = /1 + (%) dx in srednji obseg 0o = 27 R, zato je
njegova povrsina enaka

X

2
dP =ods =27 R/ 1+ <Z—y) dx.

Ko delamo ¢edalje finejse delitve intervala [a, b], lahko vzamemo R ~ f(z) in f'(z) ~ %,
od koder dobimo formulo

b
P = 27r/ f(@)y/1+ f(x)? da.
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V nasem primeru je f(z) = 2y/z in f'(x) = \/%E’ od koder dobimo:

3
1
P:27T/ 2z 1+ —du,
0 x

3
:47T/ v+ ldz,
0

2

:47T‘§(5L’—|—1>

=5 (1),
3

_ 0

3

3

wlw

Y

0

Poglejmo Se sliko telesa.
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6 Diferencialne enacbe
(1) Resi diferencialne enacbe z lo¢ljivimi spremenljivkami:
a) i =2x(1+y°),
b) xyy =1— 2%

(

(

(c) ¥ =2y, y(0) =3,

(d) v + 2y =0, y(0) = 1.

Resitev: Diferencialna enacba ima locljive spremenljivke, ¢e jo lahko zapiSemo v obliki

y = f(x)g(y)

za neki zvezni funkciji f in g. Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami resujemo
po naslednjem postopku:

dy

dx?

enacho preoblikujemo tako, da lo¢imo spremenljivki vsako na svojo stran,

Zapisemo 1y =

integriramo vsako stran enacbe posebej,

~~
w
S— N N N

izrazimo y = y(x).

(a)y' = 2x(1+y%):
Racunajmo:

y = 2z(1+y°),

dy
e
arctany = 22 + C.

=2z dx,

Od tod dobimo
y(x) = tan(z? + O).

Za vsako izbiro konstante C' dobimo natanko doloceno resitev enacbe. Ze na tem zelo
preprostem zgledu vidimo, da imajo resitve enacbe pole in torej niso definirane na celotni
realni osi.




) ayy =1—22:

V tem primeru imamo

zyy =1—a?
, 1—a?
vy = ———,
x
1
ydy = - —x | du,
x
1, 2

x
—y :10g|x|—?+C’.

Splosna resitev enacbe je torej

y(x) = +£+/2log |z| — 22 4 2C.

Diferencialna enacba zyy’ = 1 — 2 ni v standardni obliki, saj %’ ni eksplicitno izrazen.
Ce izrazimo

Ty
bo enacba dobro definirana le na toc¢kah izven koordinatnih osi. Druzina resitev sestoji
iz stirih poddruzin, vsake v svojem kvadrantu. Opazimo lahko simetrijo resitev glede na
zrcaljenje preko abscisne in pa ordinatne osi. Dobro je tudi razvidno, da resitve 'obkrozajo’
tocki (1,0) in (—1,0).

(c)y =2y, y(0) =3:
Poglejmo si Se, kako lahko z upoStevanjem zacetnega pogoja dobimo natanko doloceno
reSitev. Najprej pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe:

y' =2y,
d
Y _ 2dzx,
Y
logy = 2x + ¢,
y = 6217—‘,—c7
y = Ce?,
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7 upostevanjem zacetnega pogoja dobimo
3=1y(0)=Ce*" =C,

od koder sledi C' = 3. Resitev enacbe je torej funkcija

(d)y +2y=0,y(0)=1:

Splosna resitev diferencialne enacbe ' + zy = 0 je:

dy
y

= —xdx,

1 xZ—l—
ogy =——-+c
8y 5 5

y=Ce 7.

7 upostevanjem zacetnega pogoja dobimo

od koder sledi C' = 1. Resitev enacbe je funkcija

2

y(z) = =
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(2) Resi linearne diferencialne enacbe:

(a) y' — 3y =3,

(b) ¢ +ycosx =e” sinz
(c) ¥ —y=e*,y(0) =2,
(

d) (z+1)y' =2y = (z+1)% y(1) =8.
Resitev: Linearna diferencialna enacba prvega reda je diferencialna enacba oblike

v+ [y = g(x)
za neki zvezni funkciji f in g. Ce je g = 0, je enacba homogena, sicer pa je nehomogena.
Linearne diferencialne enacbe prvega reda resujemo v dveh korakih:
(1) Poiséemo resitev prirejene homogene enacbe Cyy(z),

(2) splosno resitev poistemo z nastavkom y(x) = u(z)y; ().

(a)y —3y=3:
Homogeni del:

Prirejena homogena enacba linearne diferencialne enache je zmeraj enacba z locljivimi
spremenljivkami. V naSem primeru je to enacba:

y =3y =0,
d
49 _ 3dx,
Y
logy = 3z + ¢,
y_e?)x—l-c
y = Ce.

Pri linearni diferencialni enacbi je resitev homogene enacbe zmeraj oblike

Cy ($)7

zato ponavadi imena konstant izberemo tako, da imamo na koncu konstanto C'.

Nehomogeni del:

Splosno resitev linearne diferencialne enacbe lahko poistemo z metodo variacije konstante.
Naj bo y1(x) = €3 resitev homogene enacbe in vzemimo nastavek

y(z) = u(z)e™,

ki ga vstavimo v enacbo, od koder z integriranjem dobimo u(z). V naSem primeru je
Y (z) = u'(2)e3* + 3u(x)e®®. Ce to vstavimo v enacbo, dobimo

u'(2)e* + 3u(z)e® — 3u(x)e® = 3,



Od tod dobimo rezultat

i) = (@) = (e 4 C) ¥ = 14 06"

—sinx .

(b)y +ycosx =e

Homogeni del:
Najprej poisc¢imo splosno resitev homogene enacbe:

Yy +ycosx =0,
d
Y _ —cosxdr,
Yy
logy = —sinx + ¢,
y = Oe—sinx'

Nehomogeni del:
Vzemimo nastavek y(z) = u(x)e™ 52, Sledi 3/ (z) = u/(x)e™ "% — cosz u(x)e™ "% in

u/(x)efsinz o COSJ;U((L‘)@iSinZ 4 u(‘r>€fsinx cos T = efsinz,
, efsinx
u (l‘) - e—sina: = 17

u(x):/lda::x—l—C.

y(:v) — u<x)€—sinx — ([IZ’ 4 C) e—sinx — xe—sinx 4 Ce—sinx.

Od tod dobimo

)y —y=e" y0)=2:

Homogeni del:
Splosna resitev homogene enacbe je:

Yy —y=0,
d
¥ _ g,
Y
logy =z +¢,
y = Ce".

Nehomogeni del:
Sedaj je y(z) = u(x)e” in ¥/ (x) = v/ (z)e” + u(x)e®. Od tod sledi:

— 6230’

6235

u'(z)e” + u(z)e” — u(z)e”

/ —_— —_—
u(x)—e—x—em,

u(z) :/e"”dx:ez—i-C.
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Splosna resitev enacbe je
y(r) = u(z)e® = (" + C) e = * + Ce”.
Konstanto C' dolo¢imo z upostevanjem zacetnega pogoja
2=y(0)=e"+Ce’=1+C.

Od tod sledi C' =1 in
y(x) = e* 4 €~

(d)(z+ 1)y —2y = (x+1)* y(1) =8:

Homogeni del:

Splosna resitev homogene enacbe je tokrat:

(x+ 1)y —2y =0,

dy  2dz
Piaes
logy =2In(z+1) + ¢,
y=C(z+1)>%

Nehomogeni del:

(xr+1) (u'(x)(x + 1) +u(z)2(z + 1)) —2u(x)(z +1)* = (z + 1)*,
;o (x+ 1)t
(=) = (x +1)3 z+l,
u(x):/(x—i-l)dx:?—l—x%—C’.

Splosna resitev enacbe je

2

y(x) = u(z)(z +1)* = (% +z+ C’) (z+ 1),
konstanta C' pa zadoSc¢a enakosti

8:y0):(%+1+0)4

Sledi ' = L in
1
y(r) = 5(1’ +1)%
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(3) Padalec skoéi iz letala in nato pada pod vplivom sile teze in sile zracnega upora. Hitrost
padalca zadosca diferencialni enacbi

1
mv' =mg — §pACdU2,

kjer je m masa padalca, g tezni pospesek, p gostota zraka, A plos¢ina celnega prereza
skakalca in C; koeficient zracnega upora. Izracunaj, kako se spreminja hitrost padalca
med padanjem in nato Se njegovo konéno hitrost.

Resitev: Gibanje padalca dolo¢a drugi Newtonov zakon, ki se v tem primeru glasi
l 1 2
mv’ =mg — §,oAC’dv .

7 v smo oznacili hitrost padalca v navpicni smeri, ¢lena na desni pa ustrezata sili teze
F, = mg ter sili zracnega upora Fyporq = —%pAC’dUQ. Koeficienti, ki nastopajo v enacbi,
imajo naslednji pomen:

-m  masa padalca,

- p gostota zraka,

-A ploscina prereza padalca,
-Cyq  koeficient zracnega upora,
g tezni pospesek.

Da si malce poenostavimo ra¢unanje, uvedimo oznaki a? = % in b> = ¢g. Po deljenju z
m se enacba prevede v diferencialno enacbo

o = b — a0
dv

b2 — a?v?

= dt.

Integral racionalne funkcije na levi je enak

/ dv —Llnb+av+0
b2 —a2v2 2ab b—av ’

7 integriranjem tako pridemo do enakosti

1 b+ av

% nb—aU:t—i_C.

Ce upostevamo, da je na zacetku hitrost padalca v(0) = 0, dobimo C' = 0, kar nam da

b+ av
—av

In = 2abt.

Iz te enacbe lahko sedaj eksplicitno izrazimo v(t). Resitev je enaka

(0 b et 1 omg €’ it
oty =25 =] : .
a eQabt+1 ,OACd 62 /P“;?ndgt+1
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V limiti dobimo koné¢no hitrost padalca vy, = tlgglo v(t) =/ ach

Poglejmo si Se primer s konkretnimi Stevilkami. Vzemimo, da ima padalec 80kg in da je
p = 1.3kg/m?, g = 9.8m/s*>. Denimo Se, da je padalec med padanjem v navpicni legi.
Potem je C; ~ 1, ¢elni prerez pa je A ~ 0.2m?. Pri teh podatkih bi bila konéna hitrost
padalca vy, &~ 280km/h, dosegel pa bi jo v priblizno 20s, kot kaze spodnji graf.

v (km/h)

250

1501

5 10 15 20 2%

t(s
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