
12. PREDAVANSA

omputer d
opazimo : M = 1+ +

u = 1+x u
-2 du = 2xdx

- dx= du

=SeXxSde
= - in . x - (-E(mix)ax)

=- +E dx =- + Earctan(x)

② Jesin(x)dx =: I

Far
I = e

*

(sin(x) - cx)) - I

I = ze * (sin(x) - cos(x)) + C



③ Stdx Za - 1x 1

X = sinv
dx = was er an wero *

-I

Stax =/Fir cove an
=( cos du

= Jarivar = (E)1 + cos12wl) d

-Zarcsin(x) + sin (2arc in(x)) + C

DOLOCENI INTEGRAL
Za F : (0.6] + IR bi radi izracunali plastino
demodia med x-ajo in grafom Junk . F na (a .

6).

Interval (a .
6) razallimo na n podintervalov :

me On
e

it-b

*

Izberemo si uneme tocke C: (Xin
,
Xi)



ienautamotiona
F

---

I
↓ in he is

=
X

Ce je Junkcije o zvezme
, je e limiti ,

ko gre n + 0.

dolljeni lik jedalje log podolen like nodgrafam funk. J.

Dobcen integral Junk. J : (e .6) + /R je sitevilo

IEIR
,

za katerga velja , da za val 230 olstaje
570

,
tako de za use Riemannove note

Z Ack du
,

ki zadoicajo Ju za mak k = 1
,
2

,
... im velje

(f(c) in - [1 = e.

Funkciji f , za katero dolocen integral ItR astaje,
pranimo, da je integrabilia, integrad I pa

ozmacimo not ↳

& f(x)dx



IIIDITEV : Deje Junk J : (a
, 6) + IR integrabili,

potem je amejena na (a . 6).

DOKAZ : Ce f ne li lile amejena na [2
. 6)

, potem
li za poljubro delitur a = Xox

, ...
<xn= 6 in

poljubno reliko itemilo NEI ohtajda tocka

Cr
,

za kateo li meliado f(cu) Ev = N.

D
Torej je en Elen ~ Riemanovi noti poljubmo
velik

, trej zapoedje delnih not me konvergina profi
I

, protislaje !

IRDITEV : 1) Jeje I zwezue
, potem je integratite.

2) Te je f monotona
, poten je zvezna.

3) m
: = inf(f(x) ; x 10

,
64

M : = sund f(x) ; x (0
,
63

Naj log : [m
, M] + I zeezme.

Ce je f integralilme na La
,
6]

, notem je tudi

got integratile na (a,
6) .

I

I
7- wit

" !



Povezava integrale e platino

(((x)dx = P
- -Pr

, kin je On Mbicine dele

grofe nad asjo x
,
Pr plecine dela grafe

pod ajo X ; integral je torj mak medznaceni

nhosimi .

f(x)

Fixz
O P

Plotina med grafoma Junkij f. g ,
za kateri velja

f(x) = g(x)ma (a , 6) :

b

P = (((f(x) -g(x)(dx

?
Dogonon: f(x) = 0 , f(x)dx =

- S f(x)dx



rainavredost

Porpree redmost fink. J na [e
.
6) je make

d=a(f(x)dx

· Kalien pravokotnik
li morali vzeti ,

da

a ↓ li lila plastina
enake P ?

Odg : P = (b-a) · M

TRDITEV : Ce je f(x) zuezme na (a . 6) , obtaja-

tocke (Ele.b]
,
da je f(c) = de oz.

f()= 9f(x)ax

#DITEV : Nej lasta 1, 9 integrabili na [0
,
6)

.

Potem veljajo lostmasti :

· Integratile so tudi ftg , fig in 1 . %,
ZER.

6

· (f(x) + g(x))ax = (f(x)ax +(g(x)dx



· xf(x)ax= f(x)
· 19(xax) = ((f(x))dx
· f(x)dx =(f(x)ax + (f(x)dx ,

ce(a
,
6)

·jf(x) ax zo , je f(x)0 ma [0 ,6

·f(x)dxg(x)dx ,
i f(x) = g(x)

ma [e. 6]

· f(x) do ,
i je f line

·
· ((x) = 2 f(x) dx, je fo

*
· e je m = min(f(x) : xeleb ,

M =max(f(x), xea,]]
potem velja

(f)

m : (6 -a)f(x)ax = M . (b-a)



·
ZVEZA MED DOLOCENIM IN NEDOLOCENIM

INTEGRALOM

osnovni izrek integralskege vacune :

Naj bo f : (a .b] -IR integrabilma. Potem velja

① Funkaija F : (a) + IR
, definirana e predpisom

F(x) = (((t)dt,
je zwezma. & integrat bot Funkije

zgonije meje

② Ceje jzvezna ~x(a ,
6)

, potem je F

evedliva v X in velja F(x) = f(x).

Postedica : ce je J zwezme na le
.
6)

,
potem je

Fujen medolocen integral .

PRIMER (fizikalen) :

t ....as velja f(t) = F'(t)

()F... hitrost

F... not
oax6



DokAZ tocke ① : Preveriti Ellimo ,
da je Fzvezma.

Iberemo si due bliznji tocki x, =(a. b).

(F(x-F(E)) = 15(d+ - Ey(t)a + ) = (( y(+)d+
(x)

E(f())dt ;
Ex

↓ MIF-X1
,

((f(t))d+ <x
E

kjee je M zgornja meje funk . xH If(x)).

Izbrremo si Ex0 in definiramo :=
Poten pa za mak x: /x-*Ko , Medi

(F(x) - F()) = Mix-I < M. = E.

Torej je F zvezno ~ polulmi ticki x ( (a
. 6).

Newton-Leilnitzova formula : Najlo f integrabilma
na (e

, 6) in je Gnjene primitiona funkcije,
potem velja ( f(x)ax = G(b) - G(a) = G(x)) :

Dolaz (ko je f zwezme) : Vemo , daje F(x): (t) at

F(b) = Sg(t) at ,
F(e) = 0.

Ker sta FinG primitivi za Funk. F
, potem obtaja



Konstanta C
,

da je (F-G)(x) = C
,

xe 10
, 6).

G(b) - G(a) = (F(b) -k) - (F(a) -x)
= F(b) =(f(x)dx

Pravila za integriraje

① vpeljava move spremjivke
ul
~

6

& f(m(x))e(x)dx = uf(u) du

② Perpartes

&u(x)v'(x)dx = (u(x)w(x)) =Su'(x)v(x)dx

ZGLED: ax 1 + x" = e

4xdx = de

= an

X = 0n)u = 1

x = 2 mm
= 17

O

=log17-



② x'log(x)dx = (log(x) =)) - [ ax

= (log(2) . - 0) - [] ?= log()=+

③ ?(x-2)dx =(4 -+(ax + (((x n)dx
= (4x - E] + ( - 4x) :

= 8 = 5 + E - 12 - 5 + 8 =...=

Prostorine teles

· proxtermina telesa
,

ki ima za reak x +(2
,6)

metino presnega meseke enato S(X)
, je

eneka
V = (S(x)ax

*
·Prostermina telesa , kiga dolimo

,
cl f(x)0

zavrtimo okoli ori X
, je make

V= !jix)ax Ex
↑



ZGLED : Izracuajte volumen torusa ,
ki ga dobimo

zeitenjem broznice (x-1)+(y-2 = 1 orog

- Stloris)
ozi X.

D in
i

- -

-

* Yz(x) = 2+xx (zg . meja

y2(x) = 2-E Cep . mejal

V= [m(x)ax - T]y2(x)ax
= ](z +- Tax -+])z--)ax

= F(E+ un +xx + 45 - y -ax
TECO,]

=OTTXdx X-1 = cost +> dx = -mild
arccos(x-1) = 1

T
ancas/X-1)

=orFace -mil de ·
=OT It is

T

= 8 in de = Pi(E(1-con(2e((de = 45(1-vel).
= Yπ((π -0) - (0 - 0)) = 4π


